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Lista 11: Homomorfismos de anéis

(1) Sejam f: A— Beg: B — C homomorfismos de anéis. Mostre que go f: A — C é

um homorfismo do anel A em C.

(2) Seja f: A — B um homomorfismo de anéis. Mostre que:

(a) Im f é um subanel de B;

(b) Ker f é um ideal de A;

(c) f éinjetivo se e somente se Ker f = {0}.
(3) Calcule End(Z[i]) e Aut(|Q[i]).

(4) Mostre que f: C — My(R) dada por

f(a+bi):<z _ab>

¢ um monomorfismo de anéis, isto é, ¢ um homomorfismo injetivo.
(5) Sejam A = {a+bv/—2: a,b € Q} e B= My(Q). Mostre que f : A — B dada por

fla+by/=2) = Z _jb

é um homomorfismo. f é isomorfismo? Justifique.
(6) Prove que os anéis 27 e 37 nao sao isomorfos.

(7) Seja A um anel. Mostre que

(a) se f,g € End(A) entao (f+g) € End(A), onde (f+g)(z) = f(z)+g(z), Vaze
A.

(b) se f,g € End(A) entao (f-g) € End(A), onde (f - g)(z) = f(g(z)), Vazx e A.

(¢) (End(A), +,-) é um anel com as operagoes definidas em (a) e (b).

(8) Sejam A e B anéis. Defina + e - no conjunto A x B = {(a,b) : a € A,b € B} de modo

que A X B seja um anel com essas operagoes.

(9) Se A x B é o anel definido no exercicio anterior. Prove que

m:AXxB — A m:AXxB — B
e
(a,b) — a (a,b) — b

sao epimorfismos, isto é, homomorfismos sobrejetivos. Calcule os nicleos de m; e ms.
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(10) Seja f : A — B um homomorfismo e J um ideal de B. Prove que

7)) ={a€A: fla) € J}
¢ um ideal de A.
(11) Seja F': C[0,1] — R definida por F(f) = f(3), para todo f € C[0, 1].

(a) Prove que F' é um homomorfismo.

(b) Calcule Im F e Ker (F).
0,1
(¢) Identifique o anel %.
(12) Sejam A e B anéis, ¢ : A — B um homomorfismo de anéis e I um ideal do anel A.

Defina a funcao

B
h:

4, B

1 f{)
at+1 — fla)+ f(I).
A B
—e
I f(I)
(13) Seja A um anel com unidade 1 € A. E seja e € A, e # 0 tal que ¢? = e (e diz-se um

elemento idempotente de A). Se Ay =A-e={a-e: ac€ Alese Ay =A-(1—¢)=

{a —a-e: a€ A}, entdo mostre que:

Mostre que h é um isomorfismo entre os anéis

(a) A; e Ay sdo subanéis de A tais que A; N Ay = {0}.

(b) A= A;® A, (isto é, para todo a € A, existem unicos elementos a; € A; e ay € Ay

tais que a = aj + as).

(14) Seja A um anel com unidade 1 € A e sejam ey, eq,...,¢, € A\ {0} idempotentes de
Ataisque l = e +...+ey, €€ =0set # 35,1 <14,5 <n. Mostre que, se
Ai=A-e;={a-e: ac A}l entao A= A1 D...® A, (isto é, para todo a € A, existem

tnicos elementos a; € A;, i = 1,...,n, tais que a = a1 + ... + ay,).



