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Lista 3: Principio do menor inteiro e inducao

(1) Encontre cotas inferiores, cotas superiores, o elemento minimo e o elemento méaximo,

caso existam, para cada um dos conjuntos a seguir.

)

)

c) C={ze€Z: x<5}

d) D={zx€Z: > -8}
) E={zeZi: 3 édivisor de 2%}

f) F={zeZ: 5 édivisorde 2°}

g) G={x€Z: x ¢émultiplo positivo de 4}

h) H={x €Z: = émiltiplo negativo de 6}

(2) Mostre que

1 n " " 1 _on
1-2 23 nin+1) n+1

para todo n > 1.

(3) Verifique se as seguintes férmulas sao validas para n > 1.

(a) 54+9+ 13+ -+ (4n+1) =n(2n + 3);
_nn+1)2n+1)

(b) 1+44+9+---+n*= G ;

() 1+254+3+---+n= (M)z

2

(4) Uma progressao aritmética de razao r e termo inicial a; é uma sequéncia
A1,02y...,0pn,y ...
em que a diferenca de dois termos consecutivos é sempre igual a r, isto é
Qp — Qp_1 =17, V1 > 2.
Considere uma progressao aritmética de razao r e termo inicial a;. Mostre que:

1



(a) a, =a;+ (n—1)r;
(b) a soma S,, dos n primeiros termos dessa progressao é dada por

n(a; + ay)
S, = —— 2.
2

(5) Uma progressao geométrica de razao ¢ # 1 e termo inicial a; é uma sequéncia
a1,02,...,Qn, ...

em que o quociente de dois termos consecutivos é sempre igual a ¢, isto é

Qn

=q, Vn>2.
apn—1

Considere uma progressao geométrica de razao g # 1 e termo inicial a;. Mostre que:

_ ~1.
(a) an =a1q"™
(b) a soma S,, dos n primeiros termos dessa progressao é dada por

1_7’L
S}/::al c .
1—gq

(6) Conjecture uma férmula para as expressoes a seguir e, em seguida, demonstre-a.

1 1 11 1 1 1 1 1
l+-=9_= l+-4-—9_= l+-g-f-—=92_=
(2) 145 2’ Tty 1 tot1Ts 3

) 1=1, 1-4=—(142), 1-4+9=142+3, 1-4+9-16= —(1+2+3+4).

11
(7) (a) Seja A = ( 01 ) . Calcule A% e A3 para determinar uma possivel férmula para

A" n e N.

(b) Demonstre a férmula encontrada no item anterior por indugao.

|
(8) Se 0 < k < n, define-se o “coeficiente binomial” ( Z ) por ( Z ) — _k:!(nn; ik

Mostre que

(a)(kﬁ1>+(2):<nzl>, k#0,n (Relagao de Stifel)

n
(b) ( ) ) é sempre um numero natural.

(9) Faca uma conjectura a respeito da soma

So= "1+ ")+ " )+... ") nen
0 1 2 n
Prove sua conjectura.

(10) Seja F; o i-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci. Mostre que:
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(a) i+ B+ +F=Fp—1
(b) Fi +Fs5+ -+ +Fo_3+ Fop1 = Fop;
(c) Fo+Fy+ -+ Fop o+ Fopy = Fy g — 1.

(11) (Fuvest 1981) P ¢ uma propriedade relativa aos nimeros naturais. Sabe-se que:

(i) P é verdadeira para o natural n = 10.
(ii) Se P é verdadeira para n, entdo P ¢é verdadeira para 2n.

(iii) Se P é verdadeira para n, n > 2, entdo P é verdadeira para n — 2.
Pode-se concluir que:

a) P é verdadeira para todo natural n.

(
(b

P ¢ verdadeira somente para os nimeros naturais n, n > 10.

d

)
)
(¢) P é verdadeira para todos os niimeros naturais pares.
(d) P é verdadeira somente para as poténcias de 2.

)

(e) P nao é verdadeira para os nimeros impares.

(12) (Cespe - Abin 2010, Oficial Técnico de Inteligéncia, adaptado) Considere uma fungao
proposicional P(n) relativa aos niimeros inteiros nao negativos que satisfaca as seguin-

tes propriedades:

(i) P(3) é verdadeira;

(ii) se, para um nimero inteiro nao negativo n, P(n) for verdadeira, entao P(n?)

também serd verdadeira;

(iii) se, para um numero inteiro nao negativon > 2, P(n) for verdadeira, entao P(n—1)

também sera verdadeira.
Julgue os itens que se seguem, acerca de P(n) e suas propriedades.

(a) A fungao proposicional “a raiz quadrada de n é um nimero inteiro” nao pode ser

usada como exemplo para P(n).

(b) P(n) é verdadeira para todo inteiro nao negativo.
(13) Mostre que a fungao proposicional
P(n):1+3+5+--+(2n—1)=n*>+3

satisfaz a segunda propriedade do Primeiro Principio de Inducao, mas nao satisfaz a

primeira propriedade, qualquer que seja a € N escolhido.



