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Questao 1:

(a) Vamos utilizar o método dos multiplicadores de Lagrange. Seja g(z,v, 2) = 2% +y? — z.

Entao temos:

(0=2)z
Vf(x,y,z) = AVg(zr,vy,2) Ny 0=2\y
g(x,y,z) =0 2z ==\

(2> +yP—2=0

Da primeira e segunda equagoes observemos que temos duas possibildiades: z =0 =y
ou A = 0.

Se x = 0 = y entao pela quarta equagao segue que z = 0.

Se A = 0, pela terceira equacao segue que z = 0 e daf pela quarta equacao % +y? = 0,

O que ocorre somente se x =0 = Y.

Portanto o tnico ponto critico é (0,0,0).

(b) Como utilizamos o método dos multiplicadores de Lagrange no item anterior, ja sa-
bemos que dada a restricao, o ponto encontrado é ponto de maximo ou de minimo.

Agora observe que
f(z,y,2) =22>0= £(0,0,0).

Portanto (0,0,0) é ponto de minimo absoluto de f sobre a superficie 2 + y* — z = 0.
Questao 2:

(a) Teorema do Valor Extremo para as Funcoes de Duas Variaveis: Se f é continua
em um conjunto fechado e limitado D em R?, entao f assume um valor maximo absoluto

f(z1,y1) e um valor minimo absoluto f(zs,ys) em alguns pontos (z1,y1) e (z2,y2) de
D.

(b) Queremos determinar os valores maximo e minimo absolutos de

fla,y) = (22 — 2°)(2y — )

na regiao esbogada abaixo:



Vamos utilizar o algoritmo para determinar os valores extremos de uma fun¢ao de duas

variaveis em um conjunto fechado e limitado.

(i) Determinagao dos pontos criticos de f no interior da regiao dada:
(2—22)(2y —y*) =0

Vi(z,y) = (0,0) & ((2—22)(2y—y?), (22—27)(2-2y)) = (0,0) &
(22 —2%)(2—-2y) =0

Da primeira equacao =1 ouy =0 ou y = 2.
Se x = 1, pela segunda equagao temos y = 1 e encontramos o ponto (1, 1).

Se y = 0, pela segunda euqagao temos x = 0 ou x = 2 e encontramos os pontos
(0,0) e (2,0).

Se y = 2, da segunda equagao temos x = 0 ou & = 2 e encontramos os pontos
(0,2) e (2,2).

Observe que dos pontos encontrados, somente o ponto (1,1) estd no interior da
regiao.

(ii) Valores de f nos pontos encontrados no passo anterior:
f(1,1) =1.

(iii) Valores extremos de f na fronteira da regiao fechada e limitada:

No segmento de reta que compoes a fronteira da regiao, isto é, o segmento que vai
da origem até o ponto (2,0), todos os pontos sao da forma (z,0), com 0 < x < 2
e, além disso, f(z,0) = 0.



Na outra parte da fronteira da regiao, os pontos pertencem a pardbola y = 2(2x —
r?), para 0 < y < 2, logo para estes pontos g = (22 — x?). Vamos calcular f
nestes pontos. Neste caso teremos:
2 Y
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Fa,y) = g) = 52y~ ) =

Usando o Teorema dos Valores Extremos para fungoes de uma variavel e o algo-

ritmo para determinacao dos valores extremos no intervalo 0 < y < 2, temos

) y° , 4
g(y)=2y—35 e g(y)=0&y=0 ou y=73

y=0= (z,y) = (0,0) ou (z,y)=(2,0).
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E nos extremos do intervalo temos y = 0 e y = 2 o que nos da os pontos
(0,0);  (2,0); (1,2).
Calculando f nestes pontos, temos:

f(O’O):O; f(270):0; f(1’2):0;

f<3+\/§,é> _f<_3+\/§ §> 16

3 3 3 73
iv) Valores maximo e minimo absolutos:

Pelos itens anteriores segue que f(1,1) = 1 é maximo absoluto de f na regiao

dada e f(0,0) = 0 é minimo absoluto de f na regiao dada.

Questao 3: Observe que queremos calcular o volume abaixo do plano z+y+ 2z = 1 e acima
de uma regiao do plano zy delimitada pelos eixos x e y e pela reta y = 1 — = (intersecgao

do plano  +y + z = 1 com o plano zy).




Regiao de integragao: {(z,y) eR?*: 0<x<1,0<y<1—x}.

Logo, o volume procurado sera

1 11—z 1
// (1—z—y)dydx = =
o Jo 6

Questao 4: Observe que a regiao de D é:

_—
T

Regido de integragao: D = {(z,y) e R? : =1 <y <1,2y? -2 <z <¢y?—1}.

Assim a area de D é dada por:

//um / / drdy =

Questao 5: Vamos utilizar o teste da derivada segunda para determinar e classificar os
pontos criticos de
f(z,y) = 2y® +32° —x + 5.

Calculando as derivadas parciais de f e o determinante da matriz Hessiana H(x,y), obtemos
folz,y) = + 922 — 1 fy(v,y) = 2zy;

foa(w,y) = 18x;  fyy(x,y) =237 foy(w,y) = 2y.
H(I,y) = fxflf(‘xay) : fyy(xyy) - [f:py(x,y)]2 = 36'T2 - 4y2

Determinemos agora os pontos criticos de f, isto é, os pontos (x,y) do dominio de f tais

que Vf(z,y) = (0,0) ou onde o gradiente nao existe.

2 2
Yy +9z° =1
Vi(z,y)=(0,0) &
20y =0

Da segunda equagao vemos que x = 0 ou y = 0.

Se x = 0, substituindo na primeira equagao, obtemos y = 41, dai encontramos os pontos



(0,—1) e (0,1).

Se y = 0, substituindo na primeira equagao, obtemos =z = :I:%7 dai encontramos os pontos
<_%7 O) € (%7 O)

Pontos criticos: (0,—1),(0,1),(—3,0),(5,0).

Fazendo o teste da derivada segunda, temos:

H(0,-1)=H(0,1)=—-4<0=(0,—1) e (0,1) sao pontos de sela.
1 1 1 , .
H —5,0 =4>0 e ful—-—2,0)]=—-6<0={-—=,0 é ponto de maximo local.
1
3

3
1 1 , ..
H (5,0) =4>0 e fu <§,O> =6>0= ( ,0) é ponto de minimo local.
Questao 6:

(a) Teorema de Fubini: Se a fun¢ao z = f(z,y) é continua no retangulo R = [a, b] X [c, d],
entao a integral dupla de f sobre R pode ser obtida através de integrais iteradas, ou

J[ ramaa~ | b | df(:r,y)dy] i~ | d I bf(w)da:} dy.

seja:
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J[ wsentaaa - /0 ’ / " ysen(ay) ddy — /0 ' (_ywxd@,
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_ sen(2y)

+ seny) =0.
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