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Módulo 6: Subespaços vetoriais - Parte I

Ementa: Definição e exemplos de subespaços vetorias; subespaços vetoriais triviais.

Objetivos: Saber verificar se um subconjunto de um espaço vetorial é um subespaço

vetorial.

Sejam V um espaço vetorial e W um subconjunto não vazio de V . Dizemos que W é um

subespaço vetorial de V ou simplesmente um subespaço de V , se W , com as operações

de adição em V e de multiplicação de vetores de V por escalares, é um espaço vetorial.

Seja W um subconjunto de um espaço vetorial V . Como os elementos de W estão em V , que

já é um espaço vetorial, para verificarmos se W é subespaço vetorial de V basta verificarmos

os seguintes itens:

(i) W 6= ∅;

(ii) se u, v ∈ W , então u+ v ∈ W ;

(iii) se a ∈ R e u ∈ W , então au ∈ W .

Todo espaço vetorial V 6= {0} admite pelo menos dois subespaços: o subespaço nulo e o

próprio espaço vetorial V . Estes dois são os chamados subespaços triviais de V . Os

demais subespaços são chamados subespaços próprios de V .

1 Exemplos

Exemplo 1 Seja S um subconjunto de R3, dado por S = {(x, y, z) ∈ R3 : x + y + z = 0}.
Verifique se S é subespaço vetorial de R3.

Solução: Verifiquemos se S satisfaz as condições vistas acima:

(i) É claro que (0, 0, 0) satisfaz 0 + 0 + 0 = 0, logo S 6= ∅.
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(ii) Sejam ~u,~v ∈ S, tais que ~u = (x, y, z) e ~v = (a, b, c) então ~u+ ~v = (x, y, z) + (a, b, c) =

(x+ a, y + b, z + c) e assim, (x+ a) + (y + b) + (z + c) = (x+ y + z) + (a+ b+ c) = 0.

Portanto, ~u+ ~v ∈ S.

(iii) Seja ~u = (x, y, z) ∈ S, então α(x, y, z) = (αx, αy, αz), e dáı (αx + αy + αz) = α(x +

y + z) = α0 = 0, para todo α ∈ R. Portanto, α~u ∈ S.

Conclúımos então que S é subespaço vetorial de R3.

Exemplo 2 Dado W = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0}. Verifique se W é subespaço vetorial

de R2.

Solução: Seja ~u = (2, 1) ∈ W e note que, a condição (iii) não é satisfeita, já que

−1~u = −1 · (2, 1) = (−2,−1) /∈ W .

Portanto, W não é subespaço vetorial de R2.

Exemplo 3 Dado A =

{[
a b

c d

]
: c = 0 e d = a + b

}
. Verifique se A é subespaço vetorial

de M2.

Solução: Verifiquemos se A satisfaz as condições vistas acima:

Sejam X, Y ∈ A e α ∈ R, tais que X =

[
a1 b1

0 a1 + b1

]
e Y =

[
a2 b2

0 a2 + b2

]
.

(i) 0 ∈ A, pois 0 =

[
0 0

0 0

]
, lembrando que d = a+b como a = 0 e b = 0, logo d = 0+0 = 0.

(ii) X + Y =

[
a1 b1

0 a1 + b1

]
+

[
a2 b2

0 a2 + b2

]
=

[
a1 + a2 b1 + b2

0 + 0 a1 + b1 + a2 + b2

]
=

=

[
a1 + a2 b1 + b2

0 a1 + a2 + b1 + b2

]
, logo X + Y ∈ A.

(iii) αX = α

[
a1 b1

0 a1 + b1

]
=

[
αa1 αb1

α0 α(a1 + b1)

]
=

[
αa1 αb1

0 αa1 + αb1

]
. Logo, αX ∈ A.

Como todas as condições foram verificadas conclúımos que A é subespaço vetorial de M2.

Exemplo 4 Dado W = {(x, y, z) ∈ R3 : x − y − 3z = 1}. Verifique se W é subespaço

vetorial de R3.
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Solução: Vamos verificar se valem as propriedades de subespaço para W .

Note que ~0 /∈ W , pois o vetor nulo de R3 não satisfaz a condição de V , ou seja, que

x− y − 3z = 1, substituindo x = y = z = 0 temos 0− 0− 3.0 6= 1.

Dáı 0 · ~u = 0 /∈ W para todo ~u ∈ W e então (iii) não é satisfeita. Com isso, conclúımos que

W não é subespaço vetorial de R3.

Exemplo 5 Dado V = {(x,−x, y, z) ∈ R4 : x, y, z ∈ R}. Verifique se V é subespaço vetorial

de R4.

Solução: Vamos verificar se valem as condições de subespaço vetorial para V .

Sejam ~u,~v e α ∈ R, tais que ~u = (x1,−x1, y1, z1) e ~v = (x2,−x2, y2, z2).

(i) ~0 ∈ V , pois (0,−0, 0, 0) = (0, 0, 0, 0).

(ii) ~u+ ~v = (x1,−x1, y1, z1) + (x2,−x2, y2, z2) = (x1 + x2,−x1 + (−x2), y1 + y2, z1 + z2) =

= (x1 + x2,−(x1 + x2), y1 + y2, z1 + z2). Logo, ~u+ ~v ∈ V .

(iii) α~u = α(x1,−x1, y1, z1) = (αx1,−αx1, αy1, αz1). Portando, α~u ∈ V .

Como todas as condições foram verificadas conclúımos que V é subespaço vetorial de R4.

2 Exerćıcios

Verifique quais dos seguintes subconjuntos são subespaços vetoriais.

(1) W = {(x, y, z) ∈ R3 : x = −2y e z = 5y} ⊂ R3.

(2) W = {(x, y, z, t) ∈ R4 : 2x+ y − t = 0 e z = 0} ⊂ R4.

(3) W = {A =
[
aij

]
(m,n)

: a11 ≤ 0} ⊂Mm,n(R).

(4) W =

{[
a b

c d

]
: a, b, c, d ∈ R e b = c+ 1

}
⊂M2(R).

(5) A = {A ∈M2(R) : a12 = a21} ⊂M2(R).

(6) W = {(x, y) ∈ R2 : y = 3x} ⊂ R2.

(7) W = {(x, y, z) ∈ R3 : x− y + 2z = 4} ⊂ R3.
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(8) W = { o subconjunto das matrizes triangulares superiores de ordem 3} ⊂M3(R).

(9) W = {(x, y, z) ∈ R3 : x ≤ y ≤ z} ⊂ R3.

(10) W = {(x, y, z) ∈ R3 : z = x2 + y2} ⊂ R3.
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