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Lista 5: Corpos e espacos vetoriais

Mostre que se K é um corpo entao para todo a € K tem-se a - 0 = 0.
Mostre que se K é um corpo, o elemento neutro da adicao em K é tnico.

Mostre que se K é um corpo, os elementos simétricos aditivo e multiplicativo (se existir)

sao unicos para cada elemento do corpo.

Mostre que o conjunto Q[v/2] := {a + bv/2 : a,b € Q} é um corpo, com as operacdes

usuais de adicao e multiplicagao de ntimeros reais.

Mostre que o conjunto Z[v/2] := {a+bv/2 : a,b € Z} ndo é um corpo, com as operacdes

usuais de adicao e multiplicagao de ntimeros reais.
Sejam V' um K-espago vetorial e u, v, w € V. Mostre que se u+v = u+w entao v = w.

Mostre que se K é um corpo, entao K é um espaco vetorial sobre K com as mesmas
operacoes de soma e produto definidas em K.

Descreva o vetor nulo de cada um dos espagos vetoriais abaixo (nos quais sdo conside-

radas as operagoes usuais de adigdo de vetores e de multiplicagao por escalar):

(a) R?
(b) R3
(c) R”
(d
(e
(f

) €
) M,3(C)
P(R) (polindmios com coeficientes em R)

)
(g) F(R)={f:R — R} (funcoes de R em R)

Em cada item abaixo sao definidas em R? operacoes de adicao de vetores e multiplicacao
por escalar com as quais R? ndao é um R-espago vetorial. Mostre (através de contra
exemplos), em cada caso, quais as propriedades de espagos vetoriais ndo sao atendidas

pelas operacoes dadas:



(w1, 91) + (72,12) = (21 + T2, 2y1 + 22)

a(ry,y1) = (ax, ayn)

(z1,91) + (2, 92) = (21 + 22,41 + 1)

0‘(%;1/1) = (04?417Oé$1>

(z1,91) + (2, 92) = (21 + 22,41 + 1)

a(Ila yl) = (07 ayl)

(10) Verifique se é um R-espago vetorial o conjunto dos pares ordenados (x,y) de nimeros

reais tais que x > 0 e y > 0, com as operagoes definidas por
(@1, y1) + (@2, 92) = (21 + 22,51 + 1)
a(zi,y1) = (az, ayr), a€R
(11) Seja V = {(1,7,2) € R? : x € R} munido das operagoes
(1,21,2) + (1,29,2) = (1,21 + x9,2)

a(l,z,2)=(1,ar,2), VaeR.

Mostre que V' é um espaco vetorial sobre R e obtenha o vetor nulo de V.

(12) Verifique quais conjuntos de vetores abaixo sdo espagos vetoriais reais. Para aqueles

que nao forem, citar as propriedades que nao se verificam.

—~

a) A={(x,2z,3z) € R*: x € R} com as operagdes usuais
(b) B ={(z,y) € R?: y =5z} com as operagoes usuais

(13) Sejam U e W dois espagos vetoriais sobre um corpo K. Considere o produto cartesiano

V =U x W desses dois conjuntos. Defina as seguintes operacoes em V:
(ur,w1) + (ug,wp) = (u1 +uz, w1 +wy) e a(uy,w) = (au, aw),

onde uy,us € U, wy,ws € W e a € K. Mostre que V' com as operagoes de adigao e de
multiplicacao por escalar, acima definidas, é um espaco vetorial sobre K. Este espaco

veotiral é chamado de espaco produto de U por W.



