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Resumo

O presente trabalho tem como principal objetivo, vista a auséncia do contetdo de teoria
dos grafos nos curriculos tanto da educagao basica quanto dos cursos de licenciatura em
matematica, fazer uma reflexao sobre a sua possivel inser¢ao na educacao basica e apresentar
uma proposta com enfoque na resolucao de problemas, passivel de ser desenvolvida junto
a alunos e discutida a futuros professores de Matematica. Para isso, foram apresentadas a
situacao do ensino da teoria dos grafos tanto no ensino basico quanto no ensino superior e
justificativas para a insercao do tépico nos curriculos. Dentre essas justificativas foram
citadas tendéncias da educacdo matematica, as quais facilitariam o ensino e assimilacao
do contetdo, mostrando todos os beneficios trazidos por ele. Apds isso, este trabalho
apresenta uma proposta para o ensino das principais ideias da teoria dos grafos, de forma
basica e didatica, com foco na resolu¢do de problemas, por meio da contextualizacao e
interdisciplinaridade, com o objetivo de contribuir com a formagao de professores (inicial
e continuada), para que consigam, apds andlise e reflexdo da proposta, repassar para
seus alunos em sala de aula aquelas ideias importantes desse contetido. Para a proposta,
abordamos a teoria dos grafos por meio de problemas classicos e exemplos simples e
contextualizados, indicando aspectos que podem ser explorados junto aos alunos, deixando
sugestoes de atividades liudicas e de outros artigos e trabalhos, visando contribuir com a

insercao do tema, considerando sua relevancia para a formacao do aluno.

Palavras-chaves: Teoria dos grafos, matematica discreta, ensino de matematica, educagao

basica.
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Introducao

O conhecimento matematico é fundamental em diversas situagoes, por exemplo,
diferente do que é muitas vezes utilizado, descobrir qual o caminho mais curto de um bairro
a outro para um determinado meio de transporte, manipulacdo em massa de produtos
ou, ainda, como forma de desenvolver o pensamento critico. Muito por conta do sistema
educacional, muitas vezes, nao é simples que o professor tenha tempo e disposi¢ao para
preparar algo diferente do convencional, podendo também a matéria em si, dependendo

de qual for, contribuir para tal.

A teoria dos grafos vem totalmente na contramao da monotonicidade de algumas
matérias do ensino basico. Isso por conta de ser uma matéria simples de ser entendida,
através de poucas defini¢oes e de sua aplicabilidade no dia a dia, fazendo com que gere

interesse dos estudantes.

Um grafo é, basicamente, a uniao de pontos, chamados de vértices e linhas, chamadas
de arestas, ligando os vértices. E podem ser utilizados em intimeras situagoes como ja
foi citado, porém, o que faz com que a teoria fique cada vez mais importante é todo o
avanco tecnoldgico dos ultimos tempos. A base das estruturas de dados é, basicamente,
dada por grafos, manipulada de maneira discreta. Portanto, seria de suma importancia

isso ser ensinado para os estudantes o mais cedo possivel.

Esse trabalho foi feito com o principal intuito de apresentar o assunto que é diferente
do tradicional e que ainda nao esta incluso nos curriculos de todo o pais, investigando
sobre a viabilidade dessa insercao. Além disso, para tal insercao, o trabalho vem para
discutir sobre um questionamento natural apds a constatacao de que o tema nao esta
presente nos curriculos bésicos, quem ensinaria e como ensinariam tais tépicos no ensino
bésico brasileiro? Uma resposta natural seriam os professores de matematica, entretanto

como estes poderiam ensinar algo que nem sequer é aprendido durante sua formacao?

Para isso, nosso trabalho foi dividido em duas partes. Na primeira, foi dada uma
visao geral sobre o estudo da matematica discreta, que é onde a teoria dos grafos se
encontra. Visdo essa voltada primeiramente para a educacgao basica do pais e em seguida
voltada para a teoria dos grafos em si no ensino superior. Foram também citadas as
tendéncias da educacao matematica modelagem matematica e resolucao de problemas,
mostrando o quanto as duas estao intrinsecas na teoria dos grafos, podendo ser utilizadas

para o ensino da mesma.

Na segunda parte é onde apresentamos a base da teoria dos grafos, suas principais
defini¢oes, teoremas e demonstracoes. Juntamente com eles, exemplos e referéncias para

ficar mais facil a abstracao e fixacdo do tema e também sugestoes para os professores
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poderem utilizar na sala de aula. Apresentamos o problema das sete pontes, que foi

como toda a historia da teoria dos grafos comegou, com Leonhard Euler.

No capitulo seguinte, e 1ltimo, foi exposto o assunto de coloracao em grafos, que
também surgiu de um problema, onde um estudante notou que eram necessarias apenas
quatro cores para pintar um mapa que estava colorindo, surgindo entao o problema das

quatro cores.

E importante deixar claro que todas as partes mateméaticas apresentadas vém
seguidas de alguma sugestao de metodologia ou de outros trabalhos mais focados no tema
em questao, para que o objetivo do trabalho seja cumprido, que é ser uma base para os
professores tanto aprenderem sobre a teoria dos grafos, quanto para ajuda-los a ensinar

para seus alunos.



Parte |

Grafos na educacao basica
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1 Uma visao geral sobre o ensino de grafos

Nossa principal discussao neste trabalho é sobre uma possivel inser¢ao de um novo
topico no curriculo de matematica da educagao basica, focado no ensino médio, a teoria
dos grafos. A teoria dos grafos é parte da drea que conhecemos como matematica discreta
e entender um pouco da area da matematica na qual a teoria esta inserida é nosso ponto
de partida. Argumentaremos também sobre como tal inser¢ao é possivel e, de certa forma,
necessaria, uma vez que a necessidade de mudangas nos curriculos é fundamental para
acompanhamento dos avancos tecnologicos da atualidade e isto esta em consonancia com
os documentos oficiais. Apresentaremos o ponto de vista de pesquisadores que defendem
a mesma, que se mostra, antes de tudo, necessaria para que os objetivos esperados para
os alunos do ensino basico, segundo os documentos oficiais, possam ser atingidos mais

facilmente.

1.1 A matematica discreta na educacao basica

A matematica discreta é o estudo de estruturas matemaéticas que sdo fundamental-
mente discretas, ao invés de continuas. A palavra discreta nesta situagao tem origem no
inglés discrete, significando diferente, distinta e nao seu sentido habitual. De maneira mais
simplificada, é a parte da matematica incumbida de estudar estruturas e objetos finitos.
Exemplos de problemas que envolvem a matematica discreta sao: De quantas maneiras
diferentes podemos escolher uma senha para o instagram? Qual a probabilidade de ga-
nharmos na loteria? De quantas maneiras podemos escolher uma combinac¢ao de roupas
onde temos n shorts e m camisetas? Qual o caminho mais curto de um bairro a outro
para um determinado meio de transporte? Assim, usamos matematica discreta quando
contamos objetos, quando estudamos relagoes entre conjuntos finitos e quando analisamos
situagoes com um numero finito de passos. Com os avancos tecnolégicos, em especial dos
computadores, a matematica discreta tornou-se uma area de extrema importancia, ja que

as informacoes computacionais sao armazenadas e manipuladas de maneira discreta.

Sabendo disso, qual a importancia da matematica discreta neste trabalho? Para
responder essa pergunta, vamos pegar um problema genérico envolvendo grafos: Descobrir
qual é o caminho mais curto entre duas cidades para um determinado sistema de transporte.
Esse problema, assim como a teoria dos grafos, faz parte da matematica discreta, por ser
um problema de solugao finita. Por esse motivo, antes de falarmos especificamente sobre a

teoria dos grafos, é conveniente falarmos da drea na qual esta se insere.

A titulo de curiosidade, alguns outros problemas estudados pela matematica discreta

e que sao comumente conhecidos sdo os problemas de analise combinatoria e principio
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fundamental da contagem. Um passo importante é saber a opiniao dos autores sobre a
matematica discreta na educacdo bésica no Brasil. E indiscutivel a importancia dela na
educacgao basica, pois ela estd presente em todos os campos da matematica abordados
pela Base Nacional Comum Curricular - BNCC (BRASIL, 2016), que sao aritmética,
algebra, geometria, estatistica e probabilidade. E alguns fatores, além da presenca na
BNCC, mostram que cada vez mais a matematica discreta precisa fazer parte da base da

educacao.

Um fato que torna a matematica discreta de suma importancia é a popularizagao
dos computadores, ja que estes consistem numa estrutura finita de dados que trabalha a
partir de comandos matematicos. Assim espera-se que a estrutura educacional acompanhe

os avancos e necessidades atuais.

A missao dos educadores é preparar as novas geracoes para o mundo em
que terao que viver. Isto quer dizer proporcionar-lhes o ensino necessario
para que adquiram as destrezas e habilidades que vao necessitar para
seu desempenho, com comodidade e eficiéncia, no seio da sociedade que
enfrentarao ao concluir sua escolaridade (SANTALG, 1996).

Considerando que as novas geragoes terao que lidar com esses tipos de problemas,
que exigem competéncias e habilidades especificas, cabe aos sistemas educacionais, prepara-
los para tal, proporcionando a adaptabilidade as novas tecnologias que estao para surgir.
Mas em contrapartida, o que é uma critica de alguns escritores, nem todos da nova geragao
vao lidar diretamente com essas novas tecnologias, logo tem que haver uma mescla com as
matérias tradicionais, que formam a base do curriculo matematico ha anos. Assim, sem
muita discussao sobre a importancia dela, a maioria dos escritores se divide em falar sobre

diferentes campos, ou tépicos, da matematica discreta no ensino basico.

Assim como no Brasil, nos demais paises a presenca da matematica discreta em
seus curriculos basicos é notoria. Porém, diferente daqui, alguns paises ja apresentam
a teoria dos grafos com certa importancia na educacao basica. Desde 1999, a Franca
incluiu um capitulo dedicado a teoria dos grafos no seu curriculo do tltimo ano do ensino
pré-universitario que é dedicado aos alunos que pretendem se encaminhar para carreiras
em economia e ciéncias sociais. Nos Estados Unidos, existem um instituto de pesquisa e
uma organizagao, ambos com o foco em abordar temas e divulgar a matematica discreta na
sala de aula. O instituto é o National Science Foundation - NSF, que teve como primeira
iniciativa um projeto realizado entre 1996 e 1999, abordando nos dois primeiros anos os
temas de geometria computacional e criptografia e nos dois tltimos a teoria dos grafos.
E a organizagao é a Consortium for Mathematics and Its Applications - COMAP, sem
fins lucrativos, dedicada ao desenvolvimento de materiais para o ensino de matematica
em todos os niveis. A maior parte do material da COMAP aborda temas de modelagem

matematica e de matematica discreta num contexto de sala de aula. A COMAP também
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oferece um vasto banco de modelos mateméaticos para uso em sala de aula, classificados

pelo ramo da matematica que abordam, em CD e online.

1.2 Uma insercao necessaria

Que a matematica discreta esta presente tanto no nosso curriculo basico quanto
no de outros paises, nao é algo a se discutir, é um fato. Mas a questao que colocamos
¢é se a teoria dos grafos também esta presente. J& vimos que estd em alguns curriculos
de outros paises, porém o mesmo nao ocorre no Brasil. A seguir veremos se é possivel
e até mesmo pertinente fazer tal inclusao no ambito educacional brasileiro, ainda que
fossem inseridos somente conceitos basicos da teoria. Isso porque, na teoria dos grafos,
os conceitos basicos sao suficientes para resolver diversos problemas do cotidiano. Ou
seja, uma pequena introducao sobre o assunto seria suficiente para que alunos, de idades
variadas, pudessem entender e, consequentemente, usi-la no dia a dia e tomarem assim,
consciéncia da importancia de tal assunto. Para falar sobre isso podemos nos apoiar
na nossa Base Nacional Comum Curricular, que é o documento normativo que define o
conjunto de aprendizagens essenciais que todos os alunos devem desenvolver ao longo das
etapas e modalidades da educagao basica. Nela estao presentes, na etapa do ensino médio,
cinco “competéncias especificas de matematica”, que, se olhadas separadamente, podemos
ver mais de um motivo para nao deixarmos a teoria dos grafos de fora do curriculo bésico

nacional. E sdo elas:

e Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos mateméaticos para interpretar situagoes
em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das ciéncias da
natureza e humanas, das questoes socioeconémicas ou tecnologicas, divulgados por

diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacao geral;

e Propor ou participar de a¢des para investigar desafios do mundo contemporaneo e
tomar decisoes éticas e socialmente responsaveis, com base na anélise de problemas
sociais, como os voltados a situagoes de satde, sustentabilidade, das implicagoes da
tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, mobilizando e articulando conceitos,

procedimentos e linguagens proprios da matemaética;

e Utilizar estratégias, conceitos, defini¢coes e procedimentos matematicos para inter-
pretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando
a plausibilidade dos resultados e a adequacao das solugoes propostas, de modo a

construir argumentacao consistente;

e Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferentes registros de represen-
tagido matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.), na busca

de solucao e comunicagao de resultados de problemas;
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e Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades
matematicas, empregando estratégias e recursos, como observagao de padroes, expe-
rimentagoes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou nao, de uma

demonstracao cada vez mais formal na validagao das referidas conjecturas.

No decorrer do trabalho ficara claro que a teoria dos grafos pode se encaixar perfei-
tamente em todas essas competéncias, como por exemplo por sua grande aplicabilidade
no cotidiano, trazendo respostas para problemas reais e sua capacidade de fazer com que
o aluno crie suas proprias estratégias para tal resolucao, ajudando no desenvolvimento
pessoal e intelectual do mesmo, utilizando conceitos, nao s6 da matematica, aprendidos

em séries e anos anteriores, seja individualmente ou em grupos.

Segundo (PEREIRA; GAUTERIO; DALLASTA, 2011), essa vantagem do uso
da teoria dos grafos em “atividades praticas do cotidiano, em especial na resolucao
de problemas, parece estar completamente dissociado da realidade do aluno do ensino
fundamental e médio, pois nao aparece nos livros texto utilizados pelos professores em

sala de aula, excluindo-se desta forma um saber matematico desafiante ao estudante.”

E claro que a insercao de um topico diferente na base curricular de um pais nao
é uma coisa muito simples de ser feita. A curto prazo, uma saida é a inser¢ao dos novos
tépicos por meio de atividades extracurriculares. Em (FERREIRA; LOZANO, 2009), ha a
proposta de uma oficina de coloracao de grafos voltada tanto para o ensino médio quanto
para o fundamental foi proposta. A atividade foi aplicada para alunos do segundo ano
do ensino médio e do sexto ano do ensino fundamental e, como descrito no artigo, em
ambos os grupos de alunos o entendimento do assunto foi bem satisfatério, mesmo que a
atividade tenha sido melhor desenvolvida pelos alunos do ensino médio por conta de uma

bagagem de contetddo maior.

Mesmo através de atividades extracurriculares, existe um enorme problema encon-
trado quando se fala no ensino da teoria dos grafos na educacao basica: muitos professores
de matematica nunca viram o assunto na sua graduacao, ou, se viram, na maioria das
vezes, foi de uma forma extracurricular. Dai um questionamento importante é: como os
professores em formacao ou ja formados, poderiam aprender e em seguida ensinar a teoria
dos grafos aos seus alunos, ja que este contetiddo nao esteve presente na sua formacgao

docente? Resumindo, como ensinar o que nao foi aprendido?

Neste sentido, a proposta de (SILVA; PEREIRA; BISOGNIN, 2014) foi desenvolver
um trabalho aplicado a professores atuantes da rede publica, com a intencao de capacitar
os mesmos a poder introduzir a matematica discreta por meio da teoria dos grafos para

seus alunos.

Nesses tempos de mudangas nos paradigmas da educacao, onde buscamos
cada vez mais conectar o ensino com as demandas atuais, como por
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exemplo a tecnologia, é razoavel que os professores busquem melhorar
sua pratica pedagogica tendo em vista que o modelo tradicional de ensino
tem se mostrado fadigado quando se fala em termos de processos de
ensino e aprendizagem (SILVA; PEREIRA; BISOGNIN, 2014).

O trabalho de (SILVA; PEREIRA; BISOGNIN, 2014) consistiu em uma oficina
com uma introducao em forma de video, mostrando a origem da teoria dos grafos e
algumas de suas aplicacoes e logo apods atividades propostas sobre coloracao em mapas.
Durante as atividades, os contetiddos matematicos vao sendo introduzidos de forma mais
sistematica, levando os participantes a transformarem os mapas em grafos e fazendo, assim,
eles assimilarem o contetido para depois discutirem sobre as estratégias para encontrar um

nimero minimo de cores para se colorir um grafo (mapa).

Voltaremos a falar de algumas propostas e trabalhos existentes sobre o tema mais
adiante. Antes disso, iremos apresentar talvez o maior dos problemas existentes para uma
insercao mais viavel da teoria na educacao basica, que é quando, onde e para quem é

apresentada a teoria dos grafos nos cursos superiores.
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2 Como ensinar o que nao é aprendido?

Um dos maiores problemas encontrados para insercao da teoria dos grafos na
educacao basica é o fato de que, em geral, nem os professores de matematica possuem
conhecimento académico sobre o assunto, mesmo com curriculos estaduais e nacionais
sendo totalmente favoraveis a essa inser¢ao. Com isso o objetivo dessa se¢do ¢ dar um
panorama geral de como este topico chega ou nao, até os professores em formacao e aos

alunos na educacao basica.

Como a nossa discussao se pauta sobre a insercao de um toépico novo nos curriculos,
daremos sugestoes de como isso pode ser feito, mostrando que nao é algo totalmente
inovador, ja que a teoria dos grafos é totalmente condizente com algumas tendéncias da
educacao matematica amplamente utilizadas e estudadas em diversos contextos. Apre-
sentaremos algumas dessas tendéncias e citaremos trabalhos onde estas, ja sdao utilizadas

como ferramenta para ensino da teoria dos grafos.

2.1 Curriculos superiores

Uma das principais problematicas abordadas pelos estudiosos do tema é a de que
os curriculos da matematica sao nao imparciais no que diz respeito a valores, crencas e

interesses.

“Com frequéncia, curriculo é usado, indiscriminadamente, para designar
o programa de uma disciplina, de um curso inteiro, ou num sentido
mais amplo, descrito como abrangendo as varias atividades educativas
por meio das quais o contetido é desenvolvido, bem como os materiais
e metodologias utilizadas. Quando se pergunta o que é curriculo, nao
se trata de escolher a definicdo mais divulgada, mais moderna ou mais
aceita pela comunidade cientifica, mas sim, de se entender curriculo como
0 pensar e o agir a respeito das seguintes questoes: Para que ensinar?
A quem ensinar? O que ensinar? Como ensinar? O curriculo tem uma
especificidade muito particular. Todos os que dele participam e todos
0s que tém ingeréncia sobre o curriculo, ndo o fazem de maneira neutra.
Trata-se de uma area impregnada de valores, ideologias, forgas, interesses
e necessidades e exige, para uma definicdo mais exata, a explicitagdo de
um quadro de referéncia filoséfica, histérica, politica (MALTA, 2013).

H& uma frase célebre de Paulo Freire que diz “Educacao nao transforma o mundo.
Educacao muda as pessoas. Pessoas transformam o mundo” e com ela podemos tragar um
paralelo com o assunto abordado no nosso texto. Pois um dos motivos de o curriculo ter
viés politico e ideoldgico é que as ideologias moldam as pessoas e, no momento em que

essas pessoas sao colocadas para desenvolver um curriculo, despejam toda sua ideologia no
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mesmo e, como nao existe uma pessoa que seja alheia a ideologias e convicgoes, o produto

gerado por elas dificilmente vai ser.

Portanto, nao parece razoavel que exista um modo de acabar totalmente com a
nao neutralidade dos curriculos, podemos ao menos chegar a um senso comum entre um
curriculo tanto para o ensino técnico quanto para o teérico (no sentido de crescimento

intelectual e pessoal a partir do estudo da matematica).

Durante a pesquisa sobre a presenca da teoria dos grafos nos curriculos basicos dos
cursos superiores foi notado que, em alguns cursos que envolvem otimizagao de processos, ela
estd presente. Em cursos que envolvem computacao é comum a presenca dela. Por exemplo,
analisando o catdlogo de graduacao dos cursos de Ciéncia da Computagao, Engenharia
de Alimentos, Engenharia de Agrimensura, Engenharia de produgao e Matemaética -
Bacharelado, da Universidade Federal de Vigosa, disponivel no site do registro escolar da
instituicdo, podemos encontrar uma disciplina denominada de “Pesquisa Operacional 1”
que, aparentemente, é uma coisa totalmente especifica e fora da realidade desse trabalho,
porém analisando as se¢oes encontramos a teoria dos grafos que aparece em uma subsecao
com o nome de “Introducao a teoria dos grafos”, o que é bem natural de se pensar. Porém,
um erro comumente cometido é o de nao enxergar a teoria dos grafos dentro de outras
categorias com o nome nao tao explicito. Por exemplo, na continuacao desse capitulo, as
subsecoes seguintes sao Fluxos em Redes, Fluxo do Custo Minimo, Problema de Transporte
e Caminho do Custo Minimo, matérias essas totalmente baseadas em grafos, com alguns
desses apresentados posteriormente nesse trabalho. Dentre esses cursos, o que mais chama
atencao, pelo menos para este trabalho, é o de Matematica - Bacharel, onde a matéria é
obrigatéria. Para o curso de Matematica- Licenciatura a matéria é optativa e além disso
nao existe mais nenhuma matéria no curriculo que contenha a teoria dos grafos. Isso é um
padrao, como por exemplo na Universidade Federal do Espirito Santo, campus de Alegre,
instituicao de quem vos escreve, a disciplina “Teoria dos Grafos” é obrigatoria no curso
de ciéncia da computacao, com o intuito de ajudar na criacao de estruturas de dados. E
novamente, para o curso de matematica - licenciatura, a mesma disciplina aparece somente
como optativa, resultando no fato de que a maioria dos alunos nem sequer ouvem falar
dela, por nao ser algo incentivado nem mesmo pelos professores. O que nos faz questionar

e pesquisar alternativas para alterar essa realidade.

2.2 Tendéncias da educacao matematica

Antes de falarmos sobre algumas das tendéncias da educacao matematica especifi-
camente, é importante contextualizar em qual/quais tendéncias educacionais a teoria dos
grafos mais se encaixa pois, diferentemente da matematica atualmente mais ensinada nas

escolas que se enquadra na tendéncia tecnicista, a teoria dos grafos é totalmente pautada
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na tendéncia construtivista que diz que “o conhecimento matematico se da pela agao do

individuo com o meio ambiente através da construcao, destacando o aprender a aprender.”

Para obter esse conhecimento matematico pela acdo com o meio ambiente e aprender
a aprender, na educagdo matematica, duas tendéncias parecem surgir como ferramentas
naturais e interessantes: a modelagem matematica e a resolucao de problemas. Uma que
transforma coisas da nossa realidade em objetos matematicos e outra que estimula o
aprendizado por esses objetos, com o protagonismo dos alunos, aprendendo por conta
propria a resolver uma situagao-problema, desenvolvendo pensamento critico e raciocinio

logico.

Modelagem matematica

A modelagem matematica, de uma forma simples, resume-se a criacdo de um
modelo matemaético (um padrao ou férmula matematica) para explicagdo ou compreensao
de um fenémeno natural. Esse fendmeno pode ser de qualquer drea do conhecimento.
Atualmente, podemos perceber o uso da modelagem matematica na criagdo de bovinos,
producao de materiais para construgao civil, movimentacao de animais, crescimento de

cidades, controle bioldgico de pragas entre outros exemplos.

Na perspectiva de D’Ambrésio (1986) (apud (MOREIRA, 2015) “Modelagem é um
processo muito rico de encarar situacoes e culmina com a solugao efetiva do problema real

e nao com a simples resolucao formal de um problema artificial” .

“A Modelagem néo é utilizada apenas por matematicos, como Euler, para
resolver problemas da realidade. Ela também serve como ferramenta para
fisicos, quimicos, bidlogos e varios outros profissionais para matematizar
fenémenos, buscando a compreensao do mundo em que vivemos. Se tomar-
mos como exemplo a Fisica, teremos uma grande quantidade de formulas
que descrevem fendémenos naturais. Barbosa (2001a, p. 12) destaca que
esse uso da matemaética serviu para identificd-la como “instrumento: o
mundo poderia ser descrito em relagdes matemadticas” (AQUINO, 2014).

A modelagem matemaética tem papel fundamental em qualquer coisa relacionada a
teoria dos grafos pois a teoria dos grafos é totalmente pautada nela, transformar problemas
reais em um grafo e desenvolver resolugoes a partir dele. E por esse fato, é facil relacionar
a modelagem na teoria dos grafos com outras areas, como em “Ensinando grafos a partir
da abordagem histérico-investigativa” de Lauro Chagas e Sa e Sandra Aparecida Fraga da
Silva, no qual se utiliza, como diz no proprio titulo, uma abordagem histérico-investigativa
para apresentar, juntamente com o problema que fez com que a teoria fosse criada, o

bésico da parte matematica da mesma e suas resolugoes.

Desta forma, o artigo traz duas das coisas mais interessantes da teoria dos grafos,
que sao sua historia e como o problema nela envolvido pode ser resolvido a partir da

matematica, buscando organizar o que aparentemente ¢é dificil demais para ser resolvido.
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“Em contextos de ensino e aprendizagem, investigar nao significa ne-
cessariamente lidar com problemas muito sofisticados na fronteira do
conhecimento. Significa, tdo s6, que reformulamos questées que nos in-
teressam, para as quais nao temos resposta pronta, e procuramos essa
resposta de modo tanto quanto possivel fundamentado e rigoroso. Desse
modo, investigar ndo representa obrigatoriamente trabalhar em proble-
mas muito dificeis. Significa, pelo contrario, trabalhar com questoes que
nos interpelam e que se apresentam no inicio de modo confuso, mas que
procuramos clarificar e estudar de modo organizado” Ponte; Brocardo;
Oliveira (apud (S4, 2016)).

Resolucao de problemas

A resolucéo de problemas, assim como citado na parte de modelagem matemaética,
tem total importancia para a teoria dos grafos, elas se completam. Um transforma um
problema real em um objeto matematico enquanto o outro é usado para solucionar o

mesmo.

Ela vem para quebrar um pouco do sistema de exercicios de fixa¢ao, que é ba-
sicamente uma repeticao forcada de algum algoritmo mateméatico. E o modo como ela
faz isso é bem simples, é apresentada ao aluno uma situacao-problema, “uma situacao
didatica na qual se propoe ao sujeito uma tarefa que ele ndo pode realizar sem efetuar
uma aprendizagem precisa. Essa aprendizagem, que constitui o verdadeiro objetivo da
situacao-problema se dé ao vencer o obstaculo na realizagdo da tarefa” Meirieu (apud

(LIMA, 2012)), para que ele, por conta prépria, crie um método para a solucionar.

“A solucao de problemas baseia-se na apresentagao de situagoes abertas
e sugestivas que exijam dos alunos uma atitude ativa ou um esforgo
para buscar suas préprias respostas, seu proprio conhecimento. O ensino
baseado na solucao de problemas pressupoe promover nos alunos o
dominio de procedimentos, assim como a utilizagdo dos conhecimentos
disponiveis, para dar resposta a situagoes varidveis e diferentes. Assim
ensinar os alunos a resolver problemas supoe dota-los da capacidade de
aprender a aprender, no sentido de habitué-los a encontrar por si mesmos
respostas as perguntas que os inquietam ou que precisam responder,
ao invés de esperar uma resposta ja elaborada por outros [...]” Pozo e
Echeverria (apud (SANTANA, 2015)).

Isso, em um contexto de sala de aula, fica mais simples, visto que antes de entregar
aos alunos, o professor pode dar uma primeira orientacao e contextualizacdo para que os
alunos tenham pelo menos um ponto inicial e nao fiquem desmotivados em nao “sairem
do lugar” na resolucao. Para isso, é importante que o professor atue como articulador
no processo ensino-aprendizagem, e faca uso de metodologias que venham de encontro
as necessidades atuais da educagao. Nessa perspectiva, o ensino da matematica pode
contribuir para que o aluno nao seja apenas um sujeito passivo que recebe informagoes,

desconectadas da realidade, mas que as compreenda e, em vista delas, tome iniciativas e
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faga parte do processo de construcao do préprio conhecimento, que é o principal objetivo

dessa tendéncia pedagogica.

Bons exemplos da resolucao de problemas na teoria dos grafos, sdo os problemas
classicos como o das pontes de Konigsberg e o da coloragdo em mapas, explicados nos
capitulos 3 e 4 deste trabalho, respectivamente. Outros exemplos e um pouco mais sobre
o tema podem ser encontrados em “Resolucao de problemas via Teoria de Grafos: uma
possibilidade de tornar a Matematica mais atraente na Educacao Basica” de Danila De
Fatima Chagas Assis, onde ela, além de mostrar outros problemas classicos, fez uma
pesquisa sobre a teoria dos grafos ja presente nos livros didaticos e aplicou um questionario
onde as respostas foram bem interessantes em relagao a satisfacao com a matematica da
escola e como a resolugao de problemas cativa, e pode cativar, mais os alunos do que o

método usual da matemaéatica.

“O grande problema que os alunos tém com a Matematica é o medo de
errar; observa-se que mais de 90% dos alunos ficam nervosos ao terem de
resolver um problema matemaético, sendo que destes, em quase metade
dos casos, isso acontece frequentemente ou sempre, algo preocupante.
De todos os alunos participantes da experiéncia, mais da metade nao
costuma conseguir bons resultados em Matematica, outro dado para se
analisar. O nervosismo que sentem ao se deparar com uma questdo que
envolva conhecimento 16gico ou pratico recém adquirido e o coloque em
teste” (ASSIS; AVILA, 2017).



Parte Il

Teoria basica dos grafos
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3 Passeios de Euler

O objetivo desta parte do trabalho é introduzir os conceitos basicos da teoria
dos grafos aos quais nos referimos na maior parte do trabalho e comentar sobre eles
com o intuito de deixar o mais claro possivel como ensina-los. Exploramos os conceitos
matematicos envolvidos na teoria basica a fim de visualizarmos a teoria dentro do universo
matematico e dessa forma, compreender sua importancia e algumas de suas aplicagoes
mais basicas. Apresentaremos também a definigdo de passeios de Euler que, de certa forma,
marca o inicio do estudo do tema, quando, por um problema real das pontes de Konigsberg,
Euler se viu obrigado a formalizar alguns conceitos. Para um formalismo maior das ideias
tratadas aqui, bem como sugestoes para aprofundamento na teoria indicamos (NETTO,
1979) e (JURKIEWICZ, 2009).

3.1 Definicoes e exemplos

Para iniciar os estudos sobre a teoria dos grafos precisamos conhecer primeiro os
seus conceitos basicos. Um grafo é, basicamente, a uniao de pontos, chamados de vértices

e linhas, chamadas de arestas, ligando os vértices.

Figura 1 — Exemplo de grafo.

Mas nao pense que grafos se resumem a formas geométricas, eles sdo usados em inimeras
situacoes. Por exemplo, imagine que cada vértice da imagem anterior represente um
clube participante de um campeonato de futebol, cada aresta, nesse caso, representa um
confronto de um time com o outro. Entao, no nosso grafo anterior as informacoes que

podemos tirar sao:
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Time | Jogou contra
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Formalmente, temos que um grafo G = G(V, E') é uma estrutura matematica composta
por um conjunto V, finito e ndo vazio, de n vértices e um conjunto F, finito, de m arestas
que sao pares nao ordenados de vértices. Logo, quaisquer duas, ou mais, coisas que se

relacionam entre si, podem ser modeladas via grafos.

Uma sugestao para comecar a apresentacao de grafos é trazer aos alunos a discussao
sobre o que seriam exemplos de grafos dentre os objetos que eles ja conhecem. E natural que
respondam sobre as figuras geométricas e/ou sélidos geométricos, o que é um bom caminho,
mas caso fujam disso e falem objetos ou estruturas do dia a dia é melhor ainda, pois pode
trazer a realidade do aluno para o papel. Independente do que ocorra, é interessante que o
professor dé outros exemplos além dos expostos pelos alunos para que eles tenham ideia
de como é amplo o campo de aplicabilidade da teoria. Outra coisa importante é levar esses
exemplos dados pelos alunos pelo resto da explicacao. E é essencial que nenhum exemplo
dado seja descartado sem uma explicagdo, pelo menos do porque de nao servir ou nao ser

um grafo, pois assim o aluno nao fica inseguro de tentar novamente.

Exemplo 1. No grafo G abaizo, V = {v1,v9,v3,04}, E = {e1, €9, €3, €4,€5}. E portanto

as arestas sao e; = {vy,v2}, g = {va, 04}, e3 = {vs,v4}, e = {v1,v3}, e5 = {v1,v4}.

v €1 Va

£

(¥ .
3 €3 Va

Figura 2 — Exemplo de grafo.

e Vértices adjacentes: Dizemos que dois vértices sao adjacentes se existe uma aresta,

a qual chamamos de aresta incidente aos vértices, ligando os mesmos. Por exemplo,

os vértices A e B da Figura 1 sao vértices adjacentes.
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e Grau de um vértice: Definimos o grau de um vértice pelo niimero de arestas
incidentes a ele. E denotamos por d(v) o grau do vértice v. Por exemplo, o vértice A

tem grau d(A) = 3, enquanto o vértice B tem grau d(B) = 2 na Figura 1.

e Grafo regular: Sao grafos em que todos os seus vértices possuem o mesmo grau.

Chamamos de grafo k-regular o grafo com k sendo o grau de todos os seus vértices.

Exemplo 2. No Exemplo 1 os vértices vy e v3 sao adjacentes, pois a aresta ey € incidente

nestes vértices, mas vy € vy nao sao adjacentes. Os graus dos vértices sio d(vy) = 3,

d(ve) =2, d(vs) =2 e d(vy) = 3.

Quando V' é unitdrio e F = (), dizemos que G é o grafo trivial. Em alguns grafos
podemos ter uma aresta ligando um vértice a ele mesmo, ¢ o que chamamos de lago. Neste
caso, na contagem do grau de um vértice com um laco, contamos duas vezes para cada laco,

uma para cada extremidade da aresta incidente. Isso torna coerente o seguinte resultado:

Teorema 3.1. Para todo grafo G = G(V, E) temos

> dv)=2-m,

veV

onde m € o numero de arestas existentes no grafo G.

Corolario 3.1. Todo grafo G possut um nimero par de vértices de grau impar.

Figura 3 — Exemplo de grafo.

Vamos considerar o grafo da Figura 3 como exemplo. Note que ele satisfaz o

corolario anterior pois os vértices que possuem grau impar sao dois, A e B.

E mesmo se tentarmos fazer alteragoes nesse grafo, como por exemplo, fazer uma
nova aresta ou um novo vértice, conectado por uma nova aresta, ele continua satisfazendo

o corolario. Verifique isto na figura a seguir.
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B B
A c A C
D D
E E

Figura 4 — Exemplo de grafo.

Dois vértices de um grafo podem estar ligados por mais de uma aresta e neste caso
dizemos que o grafo possui arestas miltiplas. Grafos que nao possuem arestas mutiplas

e nem lagos sao ditos grafos simples.

Defini¢ao 3.1. Sejam G = G(V,E) e G' = G'(V', E') grafos satisfazendo V' C V e
E' C E. Neste caso, escrevemos G' C G e dizemos que G' é um subgrafo de G. Se dois
vértices de G' sao adjacentes se, e somente se eles sio adjacentes em G, dizemos que G' é

um subgrafo induzido de G.

D
A A
C C
E
B B

G G’

Figura 5 — Exemplo de subgrafo.

Exemplo 3. Note que o conjunto de vértices de G' é um subconjunto dos vértices de G
e o conjunto de arestas de G' é um subconjunto de arestas de G na Figura 5, logo pela

defini¢io anterior o grafo G' é chamado de subgrafo de G.
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Antes de iniciar a parte de subgrafos e subgrafos induzidos, seria interessante
introuzir a noc¢ao de subconjuntos com exemplos bem simples, para que possa ser feito um
paralelo entre as defini¢oes, primeiramente por conta da definicao de subgrafos depender
da de subconjuntos, mas também muito por conta da parte gramatical das palavras ja
ser um 6timo ponto de comparacao. Ao entender o que é um subconjunto, o conceito de

subgrafo se torna mais sélido.

Uma sequéncia finita vy, vs, ..., v de vértices de um grafo G(V, E') é dita uma ca-
deia de v, a v quando quaisquer dois vértices consecutivos dessa sequéncia sao adjacentes.
Essa cadeia é dita uma cadeia fechada se v; = v,. Ou seja, o vértice onde a sequéncia
comeca ¢ o mesmo onde a sequéncia termina. O nimero de arestas que ocorrem em uma
cadeia ¢ dito o comprimento da cadeia. Uma trilha é uma cadeia onde todas as arestas

sao distintas. Um caminho é uma trilha em que todos os vértices sao distintos.

Isso é uma o6tima oportunidade para retomar os exemplos citados pelos alunos na
primeira parte da explicacao, para que eles julguem se esses exemplos, depois de modelados,
tem potenciais cadeias, caminhos, trilhas e cadeias fechadas. Isso ajuda a mostra-los que
estd tudo conectado, e que é importante entender todas as partes do processo para se ter
uma compreensao completa sobre o assunto. E também, o que é uma parte importantissima,
fazer eles se sentirem parte do processo, nao somente um mero ouvinte enquanto o professor
fala, pois é exatamente o contrario disso que queremos. Queremos que os alunos sejam
os protagonistas, que eles busquem aprender para sozinhos resolverem e solucionarem os

problemas, como se espera em atividades utilizando a resolugao de problemas.

Definicao 3.2. Um grafo G é dito conexo se existe um caminho entre quaisquer dois

vértices de G. Caso contrario, o grafo é dito desconexo.

Exemplo 4. O grafo Gy da figura abaixo é um grafo conexo. O grafo Gy é um grafo

desconexo com duas COWLpO?’L@?’Lt@S conexas.

Gl G2

Figura 6 — Exemplo de grafos conexo e desconexo.

Um caminho fechado é chamado ciclo e um ciclo com trés vértices é chamado tridngulo.
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Definicao 3.3. Um grafo G com m arestas € dito euleriano se existe uma trilha fechada
de comprimento m em G. Se o grafo nao é euleriano mas possui uma trilha aberta de

comprimento m, ele é dito semieuleriano.

Exemplo 5. O grafo da figura a sequir possui a sequinte trilha fechada ABCDECG-
FEGBFA, portanto é um grafo euleriano.

B c

F E

Figura 7 — Exemplo de grafo euleriano.

Para exemplificar sobre as defini¢oes e a maioria dos teoremas acima listados, além
dos exemplos dados, podemos trazer um recurso bem didatico e ladico para os alunos: fazer
um paralelo entre a matéria e a sala de aula, fazendo dela um grafo. Pode-se colocar os
proprios alunos como os vértices do nosso grafo, basta colocarmos uma caracteristica para
ser a motivacao das nossas arestas, como por exemplo para que time de futebol cada um
torce ou quem gosta de tal tipo de alimento. Assim, para respostas iguais, conectamos os
alunos, formando entdo um grafo. Dai, de uma forma mais concreta, utilizando os alunos,

é possivel revisar as definigoes.

3.2 O problema das pontes de Konigsberg

Pode ser que até o momento todos esses conceitos de grafos ndo parecam estar tao
conectados assim com nosso dia a dia, mas esperamos que nessa se¢ao possamos ilustrar
melhor isso. Além disso, ficard mais claro como a modelagem matematica e resolucao de

problemas sao totalmente presentes na teoria dos grafos.

Inicialmente imaginemos que estamos diante do desafio de ter que desenhar um

envelope, igual a do Figura 8, sem tirar o lapis do papel.

Figura 8 — Exemplo de grafo em formato de envelope.
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Podemos reparar que o problema pode ser resolvido bem facilmente, porém se comegarmos
do ponto certo. Por exemplo, faca o teste, tente resolver comecando de um dos dois vértices

inferiores e depois comecando de qualquer um dos outros.

Tanto esse quanto outros problemas tiveram uma solucao pensada apos Leonhard
Euler, um matematico e fisico suigo, em 1736, ser apresentado ao problema das pontes
de Konigsberg, que a consequéncia de sua solugdo culminou no surgimento da teoria dos

grafos.

Veja que problema ¢é esse e como ele ajudou na resolucao dos outros. Konigsberg
no século 18, hoje Kaliningrado, era uma cidade portuaria na antiga Pruassia. Na parte
central da cidade fluem duas vertentes do Rio Pregel, formando uma ilha entre eles. Para

dar acesso a essa ilha existiam sete pontes interligando quatro regides da cidade.

KONIGSBERG

\ |

iha / e

/ I Rio PREGEL

Figura 9 — Mapa da cidade de Konigsberg.

KONIGSBERG

A partir da configuragao dessa ilha surgiu um problema quase que folclérico entre os
habitantes. Seria possivel fazer um passeio pelas sete pontes, porém passando apenas uma
unica vez sobre cada ponte? Tente fazer vocé mesmo um caminho por elas sem tirar o

lapis do papel, passando apenas uma vez por cada ponte.

Euler tentou resolver esse problema usando apenas conceitos e raciocinios mate-
maticos, que acabaram evoluindo para a teoria dos grafos. Dentre esses conceitos temos
o de grafo planar, isto é, um grafo que pode ser deformado (quando tem suas arestas
esticadas, encolhidas ou deformadas), de modo a ser desenhado num plano, por exemplo,

as arestas de um cubo como na figura a seguir.
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Figura 10 — Grafo de um cubo planificado.

Em geral, em problemas da teoria de grafos como o das pontes de Konigsberg,
dizemos que nosso objetivo é fazer um passeio de Euler pelo grafo que representa o
problema, isto é, queremos determinar uma maneira de, sem tirar o lapis do papel, “passear”
por todas as arestas do grafo que representa o problema, passando uma vez s6 por cada
uma delas. Na teoria desenvolvida na secao anterior estamos procurando por uma trilha

fechada no grafo abaixo que representa o problema das pontes.

Figura 11 — Grafo que representa o problema das pontes de Konisberg.

Caso consigamos tal trilha, pela Definicao 3.3, dizemos que o grafo é euleriano.
Vejamos alguns resultado obtidos por Euler que nos dao solugoes para problemas como o

das pontes.

Teorema 3.2. Se um grafo planar admite um passeio de Fuler, comegcando e terminando

em um mesmo vértice, entao todo vértice desse grafo tem grau par.

Demonstracao: Considere um vértice qualquer do grafo, digamos A, e suponhamos que
ele é um vértice intermedidrio (nem final, nem inicial) do passeio. Entdo, cada vez que
chegamos em A, por meio de uma aresta do passeio, partimos de A logo em seguida e,

assim, contadas as chegadas e partidas, teremos um nimero par de extremidades de arestas
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apoiando-se em A. Suponhamos agora que B é um vértice inicial e final do passeio. Entao,
calculando a ordem de B, contamos 1 (uma extremidade da aresta) na partida, mais 1 na
chegada e somamos 2 (duas extremidades) cada vez que passamos por B (podemos, ao
longo do passeio, passar diversas vezes por B). Logo, B também é um vértice de grau par.

Teorema 3.3. Se um grafo planar admite um passeio de Euler, comecando num vértice e
terminando em outro, entdao os vértices final e inicial do passeio tém grau impares e todos

os demais vértices do grafo tém grau par.

Demonstracao: Se um vértice B nao for o fim nem o inicio do passeio, entdo, como
na demonstracao do Teorema 3.2, toda vez que chegamos nele, no passeio, partimos em
seguida e, assim, havera um nimero par de arestas apoiando-se nele. Se A é o vértice inicial
do passeio, entdo, ao calcular seu grau, contamos 1 quando partimos de A e somamos 2
cada vez que passamos por A. Assim, A é um vértice de grau impar. De forma andloga,
para o vértice C, final do passeio, somamos 2 quando passamos por ele e mais 1 na chegada,
sendo C, portanto, vértice de grau impar. Assim, os vértices final e inicial do passeio

possuem grau impar e todos os demais vértices possuem grau par. [ ]

Teorema 3.4. Se um grafo planar conexo tem seus vértices todos com grau par, entdo
ele admite um passeio de Euler. Além disso, esse passeio pode comegar (e terminar) em
qualquer vértice previamente escolhido. O primeiro arco do caminho pode ser qualquer arco

partindo desse vértice.

Demonstracao: Consideremos um grafo em que cada um dos vértices tem grau par.
Tomemos nele um vértice Ay. Seja a; uma aresta saindo de A, e chegando em A;. Se
Ay = Ay, paramos por aqui (podemos ter A; = Ag). Se A1 # Ap e, como A; é um vértice
de grau par, entao existe uma aresta a, saindo de A; e chegando em Ay, as # a;. Se
Ay = Ay, paramos por aqui. Se Ay # Ap, prosseguimos. Existe uma aresta as saindo de
As e chegando em Ajs, sendo a3z # ag e a3 # ay. Assim prosseguindo, construimos uma
sequéncia de arcos aq, as, ... até que ndo nos seja mais possivel continuar, ou seja, até que

cheguemos num vértice A,,, do qual ndo tenhamos mais saida.

Deveremos ter, entdao, A, = Ay, pois, caso contrario, chegaremos no vértice A,, sem
poder sair dele, ap6s termos passado por ele (chegando e saindo) certo niimero de vezes e
entdo A, sera um vértice de ordem fmpar. Assim, o caminho a;, as, ..., a, é um caminho
fechado que se inicia e termina em Ag. Se esse caminho contém todas as arestas do grafo,

entao nosso passeio de Euler esta pronto.

Se esse caminho nao contém todas as arestas do grafo, entdao, como o grafo é conexo,

de algum dos vértices, digamos que A, parte um arco b; do grafo, estando fora do caminho
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ai,as,...,a,. O arco by sai de By = A, chegando a B;. Se B; é diferente de By, existe

uma aresta by, fora do caminho aq, as, ..., a,, saindo de By e chegando em B,.

Repetindo o procedimento anterior usado para contruir o caminho fechado
ai, as, ..., a,, construimos um caminho fechado by, bs,...,b,,, sendo By = A, o ponto
de partida e de chegada, com os arcos by, bs, ..., b, todos fora do caminho aq, as, ..., a,.
“Inserimos” entao, o caminho by, bs, ..., b, no caminho ay, as, ..., a,, por meio do vértice
Ay, obtendo um caminho fechado aumentado, ay, as, ..., as, 01,02, ... b0, Gsi1y ..., Gy Se

este caminho for um passeio de Euler através de todo o grafo, terminamos nossa tarefa.

Se nao for, novas ampliacoes, por novas “insercoes” de caminhos, por meio de
) ) b
vértices dos caminhos fechados anteriormente contruidos, acabarao por esgotar todas as

arestas do grafo, provendo-nos um passeio de Euler pelo grafo. [ ]

Teorema 3.5. Se um grafo planar conexo tem dois vértices com grau impar e os demais
todos com grau par, entao ele admite um passeio de Fuler. Fsse passeio deve comegar em

um dos vértices de grau impar e terminar no outro.

Demonstracao: Chame de A e B os dois vértices de grau impar do grafo. Amplie o grafo
criando uma nova aresta a, de vértices A e B (este novo grafo pode nao ser planar, pois
pode ser necessario inserir a nova aresta especialmente “por cima” das demais). Com a
insercao da nova aresta, os vértices A e B tornam-se vértices de grau par. O Teorema
3.4 também é valido para grafos nao planares, com todos os vértices de grau par, com a
mesma demonstragao (a restrigdo a grafos planares é feita exclusivamente pelo interesse
em passeios de “lapis e papel”). Podemos, entdo, iniciar um passeio de Euler no novo grafo,
partindo de B, caminhando inicialmente de B a A, pela aresta a e terminar o passeio em
B. Concluido o passeio, descartamos a aresta a e teremos, entao, um passeio de Euler,

iniciado em A e finalizado em B. ]

Com as informagoes obtidas a partir dos resultados acima podemos concluir o
principal resultado desta se¢ao: O famoso problema das pontes de Konigsberg é impossivel
de ser solucionado, ou seja, nao existe uma maneira de passar pelas sete pontes sem
repetir ao menos uma delas. Para se certificar disso, analise o grafo da Figura 11 levando
em consideragdo os teoremas 3.2 e 3.3. A teoria dos grafos é extremamente aplicavel em
situacoes da vida real, ajudando a resolver varios problemas, desde tabelas de campeonato,
como ja vimos no presente trabalho, até malhas complexas de redes sociais e softwares

computacionais.

Greralmente, quando se trata de resolucao de problemas ¢é utilizado o conceito de
passeios de Euler, pelo fato de que, como vimos anteriormente, terem diversos teoremas e
demonstragoes que podem contribuir para o desenvolvimento de uma solugao. Por exemplo,
imagine que uma empresa local de coleta de lixo, que faz uso de apenas um caminhao,

atenda uma cidade X e que estavam tendo alguns problemas.
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O caminhao estava gastando gasolina demais e as vezes tendo que ficar sem atender
algum bairro. Por ser uma cidade com bairros muito distantes o caminhao precisa voltar
antes de passar em alguns deles, visto que precisava descarregar o lixo coletado para
poder voltar e passar nos lugares onde ainda nao tinha passado. Na intencao de descobrir
uma forma de contornar esse problema e otimizar o trabalho foi feita uma pesquisa e
perceberam que o caminhao, para contemplar alguns bairros, passava repetidamente por
algumas ruas. Podemos modelar a cidade, como o grafo na figura a seguir, sendo o vértice
superior representando a empresa, os vértices azuis os bairros e as arestas as ruas que

ligam esses bairros.

Empresa de coleta de lixo

Figura 12 — Grafo que representa o sistema de coleta de lixo em um cidade.

A partir da definicio de passeio de Euler fica facil descobrir uma forma de
minimizar esse trajeto, fazendo o caminhao gastar menos tempo e gasolina no processo.
Note que o grafo se encaixa na defini¢ao de grafo Euleriano pois possui a trilha, considerando
a empresa como o vértice C, CDEACEFGCHABC

Portanto, para haver uma diminuicao das despesas com o caminhao e aprovei-
tamento melhor do tempo, seria necessario somente o caminhao seguir esse caminho
descoberto a partir do passeio de Euler. Pois como a maior distancia, logo o maior pro-
blema, é entre os bairros, o passeio de Euler ajudou a fazer todo o percurso sem repetir

nenhuma dessas longas estradas.

E também, como ja vimos anteriormente, a teoria de passeios de Euler aplicada
em problemas reais pode nos mostrar que algo é impossivel de ser feito, tomemos como
exemplo o problema das pontes de Konisberg, que apds ser representada por um grafo,

notou-se através de inimeras demonstragoes que nao era um grafo Euleriano.
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Pelo fato dessa parte de passeios de Euler ser uma 6tima ferramenta para resolver
problemas, existem algumas maneiras de utiliza-la em sala de aula. Os exemplos dados
acima sao um bom caminho, comeg¢ando por uma coisa mais simples como o da carta e
aumentar um pouco o nivel de dificuldade até o exemplo da empresa de coleta de lixo.
E importante deixar com que os alunos conjecturem da sua forma onde poderia ou nio

existir um passeio de Euler, atendendo totalmente a resolucao de problemas.

Para ter mais exemplos de atividades, indico o uso do banco de questoes da
Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas, OBMEP, que conta com uma

grande quantidade de questoes sobre o assunto e sobre a teoria dos grafos em geral.
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4 Coloracao em grafos

Neste capitulo apresentaremos um classico problema da matematica: o problema
das quatro cores. Trata-se de um problema de coloracao em mapas que deu inicio a uma
das varias subareas da teoria dos grafos, a de coloracao em grafos. Iremos entender como
colorir mapas pode ser visto como uma aplicacao da teoria dos grafos. Para mais exemplos

e comentarios sobre o assunto sugerimos uma consulta a (SAMPAIO, 2008).

4.1 O problema das quatro cores

Os estudos sobre a coloragao em grafos comecaram a partir de um problema
apontado por Francis Guthrie, um estudante de matematica da University College, em
Londres, no ano de 1852. Em um dia Francis estava colorindo um mapa dos condados
da Inglaterra e enquanto coloria o mapa, tomava o cuidado de nao colorir com a mesma
cor paises que tivessem alguma fronteira em comum. Ele notou que apenas quatro cores
bastariam para colorir esse mapa. Experimentalmente, conseguiu colorir varios outros
mapas fazendo uso de apenas quatro cores. Como um bom matemaético, Francis tentou
demonstrar que quatro cores seriam suficientes para colorir qualquer mapa, mas logo
percebeu que essa demonstragao nao seria nada facil. Entao ele pediu ajuda a seu irmao
Frederick Guthrie, estudante de matematica da mesma faculdade, que passou o problema
para seu professor, que passou para seus colegas. O problema ficou conhecido por conta
de uma carta escrita no mesmo ano, por De Morgan, professor de Frederick, a quem ele

recorreu na época, onde dizia sobre o problema.

Figura 13 — Mapa dos condados da Inglaterra.
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Um exercicio interessante é verificar, se é mesmo possivel colorir o mapa da Figura
13 com apenas 4 cores, seguindo as regras estabelecidas por Francis ao propor o problema

da coloragdo de mapas.

De Morgan argumentou que, em qualquer mapa, nao existem cinco paises tais que
cada um faca fronteira com os demais, ou seja, em cada agrupamento de cinco paises,
ao menos dois deles nao sao vizinhos. No entanto, tal propriedade nao é suficiente para
garantir que quatro cores sejam sempre suficientes para colorir qualquer mapa, sendo

assim vamos omitir a explicacgao de De Morgan aqui.

Anos depois, em 1878, diversos matematicos da comunidade matematica britanica
se interessaram em tentar resolver o problema, apés ele ter sido popularizado, através
da London Mathematicial Society. Em 1879, um ano depois da divulgacdo do mesmo,
Alfred Bray Kempe publicou um artigo onde supostamente dava uma demonstragao de
que quatro cores sao suficientes para colorir qualquer mapa. Porém, em 1890, 11 anos apés
a publicagao, Percy John Heawood, por meio de um contra-exemplo, apontou um erro
sutil e irreparavel na demonstracao de Kempe. Heawood foi, entretanto, capaz de salvar
parte da demonstracao de Kempe e demonstrar que cinco cores sao suficientes para colorir

qualquer mapa.

A coloracao em grafos pode ser usada de inimeras formas que fogem da coloragao
de mapas. O fato de colorir vértices adjacentes, que sao adjacentes por algum motivo
especifico, de cores diferentes nos abre um leque de possibilidades muito grande. Como por
exemplo, se pegarmos uma empresa que trabalha com a fabricacdo de materiais de limpeza.
Para a confeccao desses materiais sao utilizados produtos quimicos que se organizados de
forma equivocada, em seus compartimentos, podem gerar danos irreparaveis. Logo tem
de se haver uma cautela muito grande nessa hora. Entao, para que isso nao ocorra e que
todos os produtos que nao podem ficar juntos nao fiquem, basta utilizarmos a coloragao

em grafos.

Bom, mas onde a coloracdo em grafos entra nessa histéria? E simples, basta
transformar os produtos de limpeza em vértices de um grafo e as arestas vao ligar os
produtos que ndao podem de nenhuma forma ficarem juntos no mesmo compartimento na
hora de serem guardados. Logo, apds colorir o grafo, basta pegar os produtos que foram

coloridos com a mesma cor e guardalos, sem nenhuma procupagao, juntos.
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Veja, suponhamos que existam 8 produtos, etiquetados de A a H.

A
]
@
E B
@ 4]
G
@ @
H
@ ]
c D

Figura 14 — Grafo que representa os produtos.

Porém o produto A se guardado com os produtos C e D, pode causar efeitos nocivos.

Portanto, vamos liga-los como a seguir

Figura 15 — Grafo dos profutos apos as primeiras ligacoes.

Entao, depois de ligar os vértices da forma correta, temos o seguinte grafo

F

Figura 16 — Representacao em grafos dos produtos devidamente conectados.

Bom, agora o que devemos fazer é colorir os vértices. Lembrando de colorir de cores
diferentes os vértices que possuem alguma aresta em comum. Como por exemplo desta

forma
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Figura 17 — Grafo dos produtos apds coloracao.

Assim, podemos identificar facilmente quais sdo os produtos que podem ou nao
ficar juntos na mesma prateleira. Basta nao misturar produtos de cores diferentes. Ou seja,
no nosso exemplo os produtos A, B, E e F podem sem nenhum problema serem guardados

juntos, os produtos C e H também e os D e O da mesma forma.

Isso, talvez, em pequena escala seja um pouco desnecessario no ponto de vista de

alguns, mas em grande escala, pode facilitar consideravelmente.

4.2 A matematica da coloracao

A uma primeira vista pode parecer que nao estamos falando mais de grafos. Porém,
o problema de coloragao de mapas pode ser visto como um problema de coloracao de
grafos da seguinte forma: dado um mapa, para cada regiao do mapa associamos um vértice
e as linhas de fronteira serdo associadas as arestas, isto é, regides que possuem fronteira

em comum corresponderao a vértices adjacentes no grafo.

Exemplo 6. Note que fazer uma coloragdo no mapa abaizo equivale a uma colorac¢ao no

grafo, de modo que vértices adjacentes nao tenham a mesma cor.

Figura 18 — Exemplo de mapa e seu grafo associado.
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Definicao 4.1. Seja G um grafo simples conexo. Se a cada vértice de G puder ser atribuida
uma cor, dentre k cores, tal que vértices adjacentes nao recebam a mesma cor, dizemos

que G € k-colorivel e que temos uma coloracdo de G.

Definig¢ao 4.2. O numero cromdtico de um grafo G é o menor niumero necessdrio

para obter uma coloragdo de G.

Observe, por exemplo a Figura 18, e note que verificar se um ntmero k de cores
é suficiente para colorir um mapa, de acordo com os critérios estabelecidos por Francis
Guthrie, é equivalente a verificar se k cores sao suficientes para colorir o grafo associado
ao mapa, de modo que vértices adjacentes nao possuem mesma cor. Entretanto, essa
verificacdo no grafo é muito mais simples e rapida. Sendo assim, a teoria dos grafos
torna-se uma ferramenta importante na resolucao do famoso problema das quatro cores,

que resultou no teorema a seguir.

Teorema 4.1 (Teorema das Quatro Cores). Todo mapa desenhado em um plano, pode
ser colorido com no mdximo quatro cores, sem que Tegioes com fronteira comum recebam a

mesma cor.

Que nao ha como colorir mapas com apenas uma cor € trivial e facil de ser imaginado.

Com duas também, embora em alguns nés conseguimos. Vejamos alguns exemplos:

Pode haver um mapa com trés regioes que dé para ser colorido com duas cores, como a

seguir:

Figura 19 — Mapa com trés regioes colorido com duas cores.

Mas também pode ser que duas cores nao sejam suficientes, como podemos ver no préximo

mapa.
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Figura 20 — Mapa com trés regioes colorido com trés cores.

A mesma coisa acontece com mapas com quatro regioes, pode ser que trés cores sejam
suficientes para colori-los, mas pode ser que nao seja possivel, s6 podendo ser colorido com

quatro cores.

Figura 21 — Mapa com quatro regides colorido com trés cores.

Figura 22 — Mapa com quatro regides colorido com quatro cores.

Depois de mais de cem anos da divulgacao do problema, o teorema acima foi
demonstrado em 1976 pelo alemao Wolfgang Haken e o americano Kenneth Appel. A
prova do teorema das quatro cores é muito notavel na historia da matemaética pelo fato de

ter sido a primeira prova auxiliada por computador.

Entretanto, muitos ainda nao se sentem confortaveis com a demonstracao deles,

exatamente pelo fato de terem utilizado computadores de grande porte que foram res-
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ponsaveis por fazerem uma parte substancial da demonstracao. Em 1993, Neil Robertson,
Daniel P. Sanders, Paul Seymour e Robin Thomas deram outra demonstracao do Teorema
das Quatro Cores que, apesar de envolver muitos recursos computacionais como a primeira,

eles utilizaram um computador simples.

Porém, apesar da demonstragao do teorema ter dado dor de cabega para os
matematicos da época, é inegavel que a aplicacao dele é algo significativamente simples e

interessante de se compreender.

Por exemplo, uma abordagem muito interessante foi feita em uma oficina na
Universidade Federal de Vigosa, proposta por Victor Martins e Michely Oliveira, “Um
Convite a Teoria dos Grafos”, com o intuito de introduzir o assunto da teoria dos grafos
para professores do ensino basico a fim de que estes, ensinem o conteiido em suas escolas
de origem. Nessa oficina, que deixo como sugestao para aplicagoes praticas da teoria dos
grafos e coloracao, eles iniciam com a historia de como toda a teoria surgiu seguida de
alguns conceitos importantes para a compreensao de toda a oficina. E entao, apresentam
atividades e exemplos que, além de servir para que os professores aprendam e fixem o
conteido, podem ser utilizados dentro da sala de aula, que é exatamente o objetivo do

nosso trabalho.

E além dos trabalhos citados, é importante trazer o aluno para sua realidade,
utilizando, talvez, um mapa da cidade local ou do estado em questdo. Quanto mais
recursos forem utilizados para prender a atencao e cativar o aluno, melhores serao os
resultados. Sabemos que isso nao é algo recorrente nas escolas hoje em dia, entdo é mais

um diferencial para explorar.
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CONSIDERACOES FINAIS

Ao final da pesquisa feita para a elaboracao da primeira parte do trabalho, foi
possivel perceber que o ensino da teoria dos grafos no Brasil ainda é ausente, e que a
inser¢ao da mesma é cada vez mais necessaria, pudemos ver isso com o fato dos cursos
de licenciatura em matematica nao apresentarem o tema e, mesmo com a indicagao na
Base Nacional Comum Curricular, o ensino basico também nao, mesmo considerando sua
importancia e potencial no desenvolvimento de habilidades e competéncias, no ambito
da matematica e para além dela. Essa defasagem ou auséncia ficou ainda mais evidente

quando comparado com outros paises, o que foi mostrado logo no primeiro capitulo.

Apos trazidas algumas justificativas para a insercao da teoria na educacao basica,
em especial no ensino médio, onde acreditamos ser mais pertinente tal inser¢ao, ficou clara
a necessidade de fazer com que os professores tenham ciéncia dela e uma base necessaria
para ensina-la em sala de aula. Por isso o trabalho teve por objetivo apresentar situacoes
que possam contribuir com uma abordagem contextualizada e interdisciplinar, que permita

avancar por outros niveis de formaliza¢ao dos conceitos envolvidos.

Notado isso, a estratégia que se mostrou mais adequada para tal, foi trazer a
teoria de forma com que o professor, além de aprender sobre, saisse com estratégias para
aplica-la nas suas aulas, mesclando a parte matematica com a historia, sugestoes didaticas,
referéncias e problemas classicos. Mostrando, além de tudo, que o conteudo nao esta alheio
tanto as tendéncias da educacdo matematica, quanto ao mundo em volta dos estudantes,

o que é um ponto muito positivo.
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