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Introducao

Este material foi desenvolvido com o objetivo de servir de suporte as atividades do pro-
jeto de ensino Tutoria em dlgebra linear no campus de Alegre da Universidade Federal do
Espirito Santo a partir de 2020.

Com o programa REUNI, as vagas nas universidades federais cresceram, logo o acesso a
universidade foi ampliado, mas isso escancarou um grande problema da educacao brasileira.
A formacao bésica, em especial em matemadtica, dos alunos estda cada vez mais precaria.
Portanto temos mais alunos entrando na universidade mas com formagoes mais precarias,
consequentemente um grande nimero destes alunos ficam retidos em disciplinas do inicio do
curso. Em particular, em algebra linear. Em geral, um curso bésico da disciplina serve de pré
requisito para outras disciplinas nos cursos, portanto o nao entendimento da disciplina e con-
sequentemente a nao aprovagao resulta em uma estagnacao do estudante em sua graduacao.
Neste sentido, o projeto em questao visa trabalhar em conjunto com o professor da disci-
plina a fim de criar ferramentas que possam auxiliar neste processo de ensino-aprendizagem
tanto em relacao a como o aluno estuda os contetidos quanto em relagao a como o professor
estrutura sua disciplina.

Em um primeiro momento nos inspiramos no ja bem-sucedido Programa de Tutoria
nas Ciéncias Basicas da Universidade Federal de Vigosa. Atualmente, o programa da UFV
ja estd em seu décimo nono ano e os resultados sao bastantes expressivos. Basicamente, o
programa consiste em tutorias para grupos pequenos de estudantes (de 5 a 6 alunos) sobre
topicos relacionados a uma disciplina da grade dos mesmos, por exemplo, dlgebra linear ou
calculo. Um primeiro problema que poderemos encontrar em nosso projeto €, que, diferente
da UFV, nao possuimos ferramentas institucionais legais para obrigar a participacao dos alu-
nos. Nossa alternativa sera trabalhar em conjunto com o professor da disciplina que podera
incorporar as atividades da tutoria na sua avaliagdo final da disciplina. Ao trabalharmos



com o professor da disciplina, iremos propor ideias semelhantes aquelas utilizadas no Método
300 na UnB pelo professor Fragelli. O método em questao trata-se de uma metodologia ativa
e colaborativa utilizada pelo professor no ensino do cédlculo diferencial e integral. Basica-
mente, a proposta é dividir os estudantes de uma turma em grupos e estes grupos terao
metas (tarefas) a serem executadas durante o semestre. A colaboragao entre os estudantes
de um mesmo grupo ¢é o tempo todo incentivada, e, talvez, essa seja a chave do sucesso do
método. Basicamente, estamos mesclando ideias da tutoria da UFV com o Método 300 da
UnB para propormos algo novo para nossa realidade académica. E como motivagao inicial,
ja temos comprovado os sucessos dos dois programas citados.

O material que apresentamos é composto de topicos selecionados de um primeiro curso
em algebra linear. A ideia deste material é preparar os alunos para um melhor acompanha-
mento das atividades da disciplina. Sendo assim, escolhemos alguns topicos chaves dentro
da disciplina para serem trabalhados no projeto. Fizemos uma divisao em 12 médulos e cada
modulo traz um breve resumo do conteudo, seguido de exemplos mais detalhados e alguns
exercicios para fixacao. A proposta inicial do projeto é utilizar cada moédulo como tema de
uma sessao de tutoria e dentro de cada sessao aprofundar o quanto for possivel em tal tema.
Cada sessao de tutoria comprenderda em uma exposicao de 2h dos tutores para grupos de no
maximo 10 alunos pré selecionados.

Os médulos aqui apresentados com seus conteuidos e objetivos especificos sao listados a
seguir:

(1) Espago vetorial real
Ementa: Definicao e exemplos de espagos vetoriais reais
Objetivos: Aprender a verificar se um dado conjunto é ou nao um espago vetorial
sobre o corpo dos nimeros reais. Caso nao seja, saber indicar a(s) propriedades de
espago vetorial que nao sao satisfeitas pelo conjunto dado.

(2) Matrizes - Parte 1
Ementa: Definicao, ordem, notacao e exemplos de matrizes; tipos especiais de matri-
zes (matrizes quadrada, nula, linha, coluna, diagonal, identidade, triangular, simétrica
e antissimétrica); adigdo de matrizes e propriedades; multiplicagdo por escalar e pro-
priedades.
Objetivos: Assimilar o conceito de matrizes e suas principais propriedades. Compre-
ender que o conjunto das matrizes ¢ um exemplo de espago vetorial.

(3) Matrizes - Parte 11
Ementa: Multiplicagao de matrizes; transposicao de matrizes; matrizes inversas.
Objetivos: Entender a operacao de multiplicagao de matrizes e utiliza-la para enten-
dimento e determinacao de inversas de matrizes.



(4)

(10)

(11)

Sistemas lineares

Ementa: Definicao, exemplos de sistemas lineares e classificagao quanto a solucgao;
matriz de um sistema; método de Gauss (escalonamento); método da matriz inversa.

Objetivos: Saber utilizar o método de Gauss para determinar a solugao de um sistema
linear e classificar um sistema linear de acordo com sua solucao.

Determinantes

Ementa: Definicao, exemplos e propriedades de determinantes de uma matriz.
Objetivos: Entender os métodos de determinacao do determinante de uma matriz e
saber utilizar suas propriedades na resolugao de problemas.

Subespacos vetoriais - Parte I

Ementa: Definicao e exemplos de subespagos vetorias; subespacos vetoriais triviais.
Objetivos: Saber verificar se um subconjunto de um espago vetorial é um subespaco
vetorial.

Subespacos vetoriais - Parte 11

Ementa: Operacoes com subespacos vetoriais; interseccao e soma de subespacos;
subespago vetorial gerado; espacos vetoriais finitamente gerados.

Objetivos: FEntender as principais operagoes que podem ser realizadas entre
subespagos vetoriais.

Dependéncia e independéncia linear

Ementa: Combinacoes lineares; conjuntos linearmente dependentes e linearmente
independentes.

Objetivos: Saber verificar se um dado conjunto de vetores em um espago vetorial
é Li. ou l.d., bem como compreender qual o significado dessas classificagoes e como
utiliza-las em demonstracoes.

Base e dimensao

Ementa: Definicao e exemplos de base de um espaco vetorial; dimensao de um espaco
vetorial.

Objetivos: Comprender procedimentos para determinar a base de um espago vetorial.
Saber verificar se um dado conjunto é ou nao uma base de um dado espacgo vetorial.

Transformacoes lineares - Parte 1

Ementa: Definicao e exemplos de transformagoes lineares; nicleo e imagem de uma
transformacao linear; teorema do ntcleo e da imagem; isomorfismo

Objetivos: Aprender a provar que uma dada aplicacao é uma transformacao linear e
calcular seu ntcleo e imagem. Entender como se usa o teorema do nticleo e da imagem
em demonstragoes.

Transformacoes lineares - Parte 11
Ementa: Matriz de uma transformacao linear; operagoes com transformagoes lineares;



operadores lineares.
Objetivos: Determinar a matriz de uma transformacao linear e utiliza-la na resolucgao
de problemas envolvendo transformacoes lineares.

(12) Autovalores e autovetores
Ementa: Autovalores e autovetores; polinomio caracteristico; diagonalizagao de ope-
radores.
Objetivos: Calcular os autovalores e autovetores de um operador linear dado e com-
preender a utilizacao destes na diagonalizacao de operadores.

Além deste material ser utilizado nas atividades do projeto, ele estard disponivel para
todos os estudantes da disciplina para que possam utilizd-lo como material consultivo e até
mesmo para praticarem os contetdos vistos em aula através dos exercicios aqui propostos.
Apenas reforcamos que trata-se de um material introdutorio que tem como principal objetivo
facilitar a compreensao dos estudantes nas atividades regulares da disciplina, logo, de maneira
alguma, este material e/ou as atividades desenvolvidas no projeto sao equivalentes ao curso
regular de algebra linear. Para referéncias completas para o curso, sugerimos uma consulta
as referéncias bibliograficas apresentadas no fim deste material.



Moédulo 1: Espaco vetorial real

Ementa: Definicao e exemplos de espacos vetoriais reais

Objetivos: Aprender a verificar se um dado conjunto é ou ndo um espago vetorial sobre
o corpo dos numeros reais. Caso nao seja, saber indicar as propriedades de espaco vetorial
que nao sao satisfeitas pelo conjunto dado.

Um conjunto nao vazio V serd dito um espago vetorial real (ou um R - espago
vetorial) se estiverem definidas uma adigdo em V' e uma multiplica¢ao por escalar de R em
V:

+: VXV —- V o RxV o —  V
(u,v) = u+wv (a,v) — a-v

satisfazendo:
(A1) A adigao é associativa, isto é,

(u+v)+w=u+w+w), Yuvwel.

(A2) A adigao é comutativa, isto é,

ut+v=v+u VYuuvel.

(A3) A adicao possui elemento neutro, ou seja, existe 0 € V, tal que, dado u € V,
u+0=u.

(A4) A adigao possui elementos simétricos, ou seja, para todo u € V| existe —u € V, tal
que
u+ (—u) = 0.

5



6 Mbédulo 1: Espacgo vetorial real

(ME1) a(u+v)=au+av, VaeR, u,veV.
(ME2) (a+bu=au+bu, VabeR, ueV.
(ME3) (a-b)u=a(bu), VabeR, ueV.
(ME4) 1-u=u, VuelV.

Os elementos de V' serao chamados vetores e os elementos de R de escalares. O
elemento 0 € V' serda chamado de vetor nulo e o elemento —v € V' de vetor oposto de v.

1.1 Propriedades dos espacos vetoriais

Segue da definicao de um espago vetorial V| as seguintes propriedades:

e O elemento neutro da adigao em V' é tinico;

e Dado um vetor v € V', o simétrico —v de v é tnico;

O simétrico de —v € V' é v, isto é, —(—v) = v;

e Para quaisquer u,v,w € V, se u +w = v + w entao u = v;

Para todov e V,0-v=0¢€ V;

Para todo a € R, e tomando o elemento neutro0 € V, a-0=0 € V;

Sea-v=0,coma€ceReveV, entao a =0 ouv =0;

Para todov € V, (1) - v = —v.

1.2 Exemplos

Exemplo 1.1 Seja V = {(z,y) € R? : y = 5z} com as operacies de adicdo e multiplicagdo
usuais de R?. Vamos verificar que V' € espaco vetorial real.

Para verificarmos se V' € espaco vetorial real, temos que verificar se as condi¢oes vistas
acima $ao vdlidas. Sejam U, U, W € V e a, B € R tais que © = (x1,5x1), U = (x9,512) €
w = (x3,5x3).

(AI) (’LT"F 17) + w= [(1’1, 5I1) + (.%'2, 51’2)] + (1’3, 5ZL’3) = (ZL’l + T, 5I1 + 5$2) + (133, 5I3)
= ({L’l + o + Zs3, 5I1 + 51’2 + 55(73) = (111 —+ x9 + I3, 5([E1 + 29 + [)33))
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U+ (04 @) = (x1,521) + (w2, 5xa) + (3, 523)] = (21, 521) + (22 + 23, 512 + H13)
= (Il + ) + Zs3, 5131 + 5.T2 + 51’3) = (ZL’l + T2 -+ I3, 5(1‘1 + ) + 1'3))

(@ + 0) + 0 = @+ (U + W)
(A,Q) 1_[—{— = ({L‘l,5l’1) ({L‘275I2) = (I’l + ZE2,5£L'1 + 51’2) = (l’l + 9, 5(ZL‘1 + l’g))
= ( +x 5(%’2 + SBl)) = ($2 + 931,5£U2 + 5SB1) = (SBQ, 51’2) + (ZEl, 51’1) = ’l7+ U

(A3) 0 €V, pois 0 = (0,5.0) = (0,0).
@+ 0= (x1,521) + (0,0) = (21 + 0,521 + 0) = (21 + 0,5(x; +0)) = (x1,521) =

(A4) Dado i = (xy1,5xy), existe (—i) = (—x1, —bxy) tal que:
U+ (—u) = (w1,521) + (=x1, =531) = (21,571) — (21, 521) = (21 — 21,571 — 51) =
(1 — 21,5(z1 — 1)) = (0,5.0) = (0,0) =0

(ME1) o+ 9) = af(z1,5x1) + (22, 522)] = a(x1 + 9, bx1 + bxe) = a(xq + X2, 5(21 + 22))
= (a(x1 + x2), ab(x1 + x2)) = (axy + axe, bawy + dawxs)) = (axy, baxy) + (axe, Saws)
= a(z1,521) + a2, br2) = atl + atf

(ME2) (o + B)id = (a + B)(z1,521) = ((a + B)x1, (o + 8)521) = ((a + B)21, 5(a + B)z1)
= (axq + Bz, baxy + 5fxy) = (axy, baxy) + (b1, 5021) = a(xy, bxry) + B(x1, 5xy)
=i+ fu

(MES3) (af)i = (af)(x1,521) = ((af)z1, (aB)5z1) = ((af)z1, 5(af)z1) = (afzi, 5afr)
a(fu) = a(B(x1,5x1)) = a(fxy, 55x1) = a(Bxy, 56x1) = (afzy, abfry) = (afxy, bafry)

. (af)u = a(Bu)
(ME4) 1.4 = 1.(x1,521) = (1.1, 1.521) = (21, 521) = U

Como todas as propriedades sao validas, concluimos que V € espago vetorial real.

Exemplo 1.2 Seja V = R? com as operagies de adigcdo e multiplicagdo por escalar definidas

por:
Dados @ = (x1,y1) e U = (x2,y2) vetores de R? e a € R, defina:

o U+ U= (x1+z2,y1 +Y2)

o ai = (azy,y)

V' com as operagoes definidas acima ndao € um espago vetorial. De fato, dados i = (1,1) € V
e os escalares reais 2 e —2, temos que a propriedade (M E2) ndo é satisfeita, ja que

2+ (=2)u=0-(1,1)=(0,1)
€ diferente de
2.4+ (—=2)- i@ =2(1,1)+ (=2)(1,1) = (2,1) + (=2,1) = (0, 2).
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Exemplo 1.3 Seja W = {(z,y) € R?: 2 > 0}, W € espaco vetorial real?

Note que a condi¢ao (A4) ndo é satisfeita, jd que, por exemplo, dado @ = (7,—1) € W,
temos que se existir v = (x,y) € W tal que © + v = 0, deveriamos ter

O=u+7= (7,—1)—1—(:):,(1;) = r=—-T9y=1,
mas U = (=7,1) ¢ W. Desta forma W ndo é um espago vetorial real.

Exemplo 1.4 Seja V = {(z,y,2) € R® : y = 22 e 2 = 3z} com as operagies de adigdo e
multiplicacao usuais de R>.

Vamos verificar se valem as condi¢oes para V' ser espago vetorial.
Sejam U, v e W € V e a,f € R tais que U = (x1,211,3%1),0 = (29,229,315) € W =
(23,223, 3x3).

(A1) (U+7)+0 = [(x1, 221, 3x1) + (22, 229, 3x2)] + (23, 223, 3x3) = (21 + T2, 201 + 229, 321 +
31’2) + (l’g, 2.1'3, 3$3) = (.’131 + i) + Zs3, 21171 + 2.1'2 + 21’3, 3.’13'1 + 3[172 + 3.’133) = (1'1 + i) +
T3, 2(5(]1 + To —+ 5173), 3(%1 -+ ) + LEg))

U+ (U+ W) = (21,221, 321) + (22, 229, 3x9) + (23,223, 323)] = (21, 221,321) + (22 +
T3, 21’2 +2£U3,3.’132 +3£IZ’3> = (xl —+ X9 +IE3,2£IZ'1 +2$2+21’3,3$1 +3(132 +3x3> = (xl + X9 +
xs3, 2(5(]1 + o + 5173), 3(%1 + T2 + LEg))

S (U 0)+ W= U+ (U+ )

(Ag) ?j—}-ﬁ: (Il,2(E1,3I1)+(I2,2I2,3[E2) = (iUl +ZE2,2I1+2[L’2,3$1+3[E2) = (ZL’l +ZL’2,2(Z‘1+
.I'Q),?)(ZL‘l ‘I‘JZQ))
U+U = (9,229, 3x9) + (21, 221, 311) = (2 + 1, 209+ 221, 30+ 321) = (X2 + 21, 2(x2+
1), 3(zg + 21)) = (¥1 + T2, 2(¥1 + 2), 3(21 + 72))
U+ Uv=v+u

(A3) 0V e@+0 = (x1,221,321)+(0,0,0) = (21 40,221 40,321 +0) = (21,221, 321) = @

(A4) Dado i € V, existe —i = (—x1,—2x1,—3x1) € V tal que 4+ (=) = (x1, 221, 321)
(—I‘l, —2.171, —3I1> = (ZEl, 2[[‘173.%’1) — ([E172I1,31’1) = (Il — X, 2[)31 — 2[E173I1 — 31]1)
(1‘1 — X, Q(Il — $1),3(I1 — 371)) = (0, 20, 30) = (O, 0,0) =0

I+

(ME1) a(u + V) = of(z1,221,321) + (22,229,322)] = a(ry + x2,221 + 229,371 + 3x9) =
a(xy + 9, 2(x1 + x2),3(x1 + 22)) = (a1 + 22), 2a(x) + 22), 3a(x] + x2))
= (o + azy, 2ax) + 2axs, 3axy + 3as) = (axy, 2ax, 3axy) + (g, 2009, 30zs)
= (1,221, 311) + a(xe, 229, 319) = vl +

(ME2) (a+ B)i = (o + B)(x1,221,371) = ((a + B)1, 2(e + B)a1, 3(a + B)a1)
= (axy + By, 201 + 2621, 3wy + 3Bx1) = (o, 20wy, 3awy) + (B, 261, 34)
= ot + pu
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(ME3) (af)d = (af)(z1,211,321) = ((af)x1, 2(af)x1, 3(af)x1) = (afxy, 2021, 3afxy)
a(fu) = a(B(xy, 221, 3x1)) = a(Bx1, 2021, 30x1) = (afxy, 2Bz, 3af11)
s (aB)u = a(pu).

(ME4) IR 1(1’1, 21’1, 3&31) = (1.331, 1.21’1, 13271) = (271, 21’1, 31’1) =
Como todas condigoes valem, V' é espago vetorial.

Exemplo 1.5 Seja V = R? com as operacoes de adicio e multiplicacdo definidas como
seque:
Sejam U = (x1,11) e U= (22,y2) € V e a € R,

o (x1,y1) + (x2,y2) = (1 + 22, y1)
o a(r,y1) = (awx1,0)

Observe que V' com essas operagdes nao € um espago vetorial. De fato, dados © = (1,2),0 =
(3,—1) € V' a condi¢io (A2) nao é satisfeita, jd que

u+v=(1,2)+(3,-1)=(1+3,2) = (4,2)
que € diferente de
T4+u=(3,-1)+(1,2)=3+1,-1) = (4,-1).

Exemplo 1.6 Seja V = {[Z Z

de adicao e multiplicacao por escalar usuais em matrizes. Verifique se V' € espaco vetorial.
Vamos verificar se valem as condicoes para V' ser espaco vetorial.
a b ]
J

Sejam A, B eC eV ea,f €R. Comoa+d=0 entao d= —a e assim, A = L a
1 —m

B:[@ 52} 60:[613 b3}
2

} € Moo :a,b,c,d e R e a+d:0} com as operagoes

Ca —Q C3 —as
(A1) (A+B)+C:<[al b1]+{a2 b2D+[a3 bi”}
cp —aq Coy —ay C3 —as
- ai + as b1+b2 as bg o a) + as + as b1+b2+bg
o C1 -+ Co —aq + (-CLQ) C3 —das o C1 + Co + c3 —aq + (—(12) + (—CL3>

_ a) + as + az by + bo + b
01+02+63 —(a1+a2+a3)'

ArBroy=|D bl (]e e b
1 —aq Coy —Qo C3 —ag
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a b n as + as by + b3 _ |1+ ax+ag by + by + b3
cot+c3 —ax+ (—as) c1+cates —ap+ (—az) + (—as)

_ ay + ag + asg by + by + b3
61+CQ+03 —(a1+a2—|—a3) ’

S (A+B)+C=A+(B+0).

Rt b1 as bg a1 + as b1 + bg a1 + as b1 + bg

(A2) A+ B = {cl —al} + {cg —aJ N {cl +c —ag+ (—aQ)} a [cl +c —(ay+ CL2>:|
B—{—AZ ao bg + aq b1 _ as + a; b2+b1 _ ao + aq b2+b1

Co —ao c, —a ot —as+ (—ap) co+c1 —(ag+ay)

_ a1 + as b1+b2
ci+c —(ar+ag)|

A+ B=B+A.

(A3) 0€ V.

! bl _O 0 o CL1+O bl+0 _|a bl
A+O_|:Cl —(11:|+_O O:|_|:C1+O —a1+0:|_|:01 —CL1:|

(A4) Dado A €V, existe —A €V tal que

O A B v S e N

_ {aﬁ(—al) bl+(—b1)} _ {al—al by — by ] _ {o o}

c1 + (—Cl> —ai + CL1) cp—c —a1+a 0 0|

a; b as by a1+ as by + by
ME1 A+ B)= =
( ) Od( + ) Oé( |:Cl —(11:| * |:CQ —CLJ ) Oé( |:C1 + Cy —Qq + (—(Ig):| )
alar+a2)  alby+by) | o + aas aby + aby
lala ) a(—(a1+a2))|  |acr +acy —aa + (—aas)

:{aal abl}_‘_{aag ab2:|:a|:a1 bl}_l_a{a? bQ}:a/H—aB
1

ac; —oap ACy —QAy

B ar b | [(a+Bar (a+P)b | |aa + Ba aby + b
(ME2) (a+8)A = (a-+8) [ _;j . [w o e m;l] - [ o

:[OZCM ab1}+|:ﬁa1 6b1}:aA+BA.

ac; —aay B —Paq
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(MES) (aB)A = (0) |

a(fA4) = o (ﬂ [‘;1 b }
- (aB)A = a(BA).

(MEJ) 1.A=1. {Cc‘i b ] = F'“l 1.<1'_b;1)} = {“1 b ] = A.

—a 1.C1 c1T —ap

IR AR e

a |:Ba1 Bby } _ |:05Ba1 a b }
Ber —pay afic; —afa

~
I

Como todas condicoes sao vdlidas, V € espaco vetorial.

Exemplo 1.7 Seja V = {[ﬁ Z

nao € um espacgo vetorial com as operacoes usuais de adi¢ao de matrizes e multiplicagao por

escalar. De fato, sejam A, B € V, com A = [1 0] , B = [O 0].

]GMgﬁza,b,c,deR e ad—bc-O}. Observe que V

0 0 01
o] Joo] [1+0 0+0] [1 0 .
NotequeA—b—B—[O O]+[O 1}—{0_1_0 0—1—1}_[0 1] e A+ B ¢V, pois

a=1,b=0,c=0,d=1 com isso, a.d # b.c

1.3 Exercicios

Verifique se os seguintes conjuntos sao espacos vetoriais reais.
(1) V={(z,y,2) € R3: 2z = 1}, com as operagoes usuais de R>.
(2) V={(z,y,z,w) € R*: . —w = 0}, com as operacoes usuais de R*.
(3) V ={(z,y) € R? : 3z — 2y = 0}, com as operagoes usuais de R?.

(4) V= { [Z _ab} € Moo : a,b € R}, com as operagoes usuais de Moo (R).

(5) V ={(z,y) € R? : y # 0}, com as operagoes de adigao e multiplicacdo definidas como
segue:
Adigao: (1, y1) + (22, y2) = (T1 + 22, Y1%2).
Multiplicagao: a(z,y) = (ax, y®).
(6) V =TR? com as operacoes de adi¢ao e multiplicagao definidas como segue:
Adicao: (x1,y1) + (22,42) = (221 — 2y1, 41 — 21).

Multiplicacdo: a(x,y) = (3az, —ax).
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() V={(z,y,z,w) € R*: y = z, 2 = w?}, com as operagoes usuais de R*.

8) V =R?, com as operacoes de adicdo e multiplicacio definidas como segue:

(8) perag G plicag g
Adigao: (z1,y1) + (z2,y2) = (1 + 22, y1 + Y2).

Multiplicacao: a(z,y) = (a?z,a?).

9) V= { [2 8] € My 1 a,b e R}, com as operagoes usuais de Ma,o(R).

(10) V = R?, com as operagoes de adigao e multiplicacao definidas como segue:
Adigao: (w1,y1) + (72,42) = (1122, Y1Y2)-
Multiplicagao: a(z,y) = (az, ay).



Moédulo 2: Matrizes - Parte |

Ementa: Definicao, ordem, notacao e exemplos de matrizes; tipos especiais de matrizes
(matrizes quadrada, nula, linha, coluna, diagonal, identidade, triangular, simétrica e an-
tissimétrica); adigdo de matrizes e propriedades; multiplicagao por escalar e propriedades.
Objetivos: Assimilar o conceito de matrizes e suas principais propriedades. Compreen-
der que o conjunto das matrizes é um exemplo de espaco vetorial.

Dados dois nimeros inteiros positivos m e n, chamamos matriz de ordem m x n
(lé-se “matriz m por n”) uma tabela formada por m - n nimeros dispostos em m linhas e n
colunas. Indicamos um elemento da linha ¢ e coluna j por a;;. Dessa forma, a matriz A de
ordem m X n pode ser denotada por Ay, O (@;;j)mxns Ou simplesmente (a;;).

Exemplo 2.1 Abaizo vemos um exemplo de uma matriz arbitrdria A de ordem m X n e
outra matriz B de ordem 3 x 5:

a1 a2 ... Qip
Gy, Qg ... Qo 1 2 10 25 -3

A= ) . ) B=| 26 0 3 9 0

-1 4 -100 8 13 ), .

Am1 Am2 ... Amn mxn

2.1 Tipos especiais de matrizes

e Matriz quadrada: ¢ toda matriz em que o nimero de linhas é igual o nimero de
colunas, isto é, m = n. Neste caso dizemos que a matriz tem ordem n.

13
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Modulo 2: Matrizes - Parte 1

Exemplo: Abaixo temos uma matriz quadrada C de ordem 3

6 -3 1
C=| -9 7 0
-5 4 8

3%x3

Matriz nula: ¢ toda matriz tal que todas as suas entradas sao nulas, isto é a;; = 0
para todos 7, j. A indicamos por 0,,xn.

Exemplos:
0 00
00
O2><2:(0 O) Osx3 = 0 00
0 00
Matriz coluna: é toda matriz que possui uma tnica coluna

Exemplos:

B = Ot o

3x1
4x1

Matriz linha: é toda matriz que possui uma unica linha

Exemplos:

F=(1967)., G=(ab c)

1x4 1x3

Matriz diagonal: é uma matriz quadrada onde todos os elementos que nao estao na

diagonal principal sao nulos, isto é, a;; = 0, se 7 # j.

Exemplo:
4 0 300
H = < 0 d ) I=1 0 7 0
2x2 00 5

Matriz identidade: é uma matriz quadrada e diagonal onde todos os elementos da
diagonal principal sao iguais a 1, isto é a;; = 0 se i # j e a; = 1. A matriz identidade
de ordem n é denotada por I,.

3x3
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Exemplos:

100
12:((1)(1)) L=|010
2%2 0O 0 1

e Matriz triangular superior: ¢ uma matriz quadrada onde todos os elementos abaixo
da diagonal principal sao nulos, isto é, a;; = 0 se i > j.

3x3

Exemplos:
-1

0 b 1 3
() wefoe
22 00 5
e Matriz triangular inferior: é uma matriz quadrada onde todos os elementos acima
da diagonal principal sao nulos, isto €, a;; = 0 se i < j.

3x3

Exemplos:

. 2 0 0
L:(ad) M=|1 1 0
¢ 2x2 3 -4 5

3x3

e Matriz simétrica: ¢ toda matriz quadrada onde a;; = a;;, para todos 1, j.

Exemplos:
0 b 0 3 2
No(on) oo 1
22 2.6 0/,
e Matriz antissimétrica: ¢ toda matriz quadrada onde a;; = —a;;, para todos ¢, j.
Exemplo:
0 2 -3
P = ( O ) Q= -2 0 4
2 340 /.

2.2 Operacoes com matrizes

2.2.1 Adicao de matrizes

Dadas duas matrizes A = (a;;)mxn € B = (bi;j)mxn, chamamos de soma das matrizes A ¢ B
a matriz C = (¢;j)mxn, onde ¢;; = a;; + by;.
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Exemplo 2.2 Dadas as matrizes A e B abaizo, vamos determinar A + B.

a b c g h 1
(d € f)2><3 <] k l>2><3

at+g b+h c+i
A+B= .
* (d+] e+k f+l)

Solucao:

2.2.2 Multiplicagao por escalar

Dados uma matriz A = (@;j)mxn, € um numero real k, chamamos de multiplicacao de A
pelo escalar k a matriz B = (b;j)mxn, onde b;; =k - a;;.

3 =7 5
Exemplo 2.3 Dada a matrizC= | —1 10 20 . Vamos determinar 5-C.
6 4 3 /..,
Solucao:
3 =7 5 15 =35 25
5|1 —1 10 20 | = -5 50 100
6 4 3 30 20 15

3x3

2.2.3 Propriedades

Dadas as matrizes A, B, C de ordem m X n e os nimeros reais a, b, as seguintes propiedades
envolvendo adicao de matrizes e multiplicagao por escalar sao satisfeitas:

(Al) (A+B)+C = A+ (B+ C) (associatividade);
(A2) A+ B =B + A (comutatividade);

(A3) A+ 0%, = A (elemento neutro);

(A4 + (—A) = O,xn (elemento oposto);
ME2) (a+b)-A=a-A+0b-A;
ME3) (a-b)-A=a-(b-A);
ME4) 1-A = A:

)
)
)
) A
MEL) a-(A+B)=a-A+a-B;
)
)
)
ME5)

0 m><n-
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2.3 Exercicios

-3 2 6 0
(1) Seja a matriz A = 2 ;Sg 270 100 . Determine:
0 10 0 5

(a) A ordem de A;
(b) Os elementos ass, G42, a3z € asy4;

(¢) A matriz A pode ser classificada como algum tipo especial de matriz? Se a
resposta for sim, qual seria essa classificacao?

(2) Classifique as matrizes abaixo em algum dos tipos de matrizes especiais vistos:

=(-10 20 6)
-1 0

10 70

~13

25

32

7
10

_087
_—870

(3) Determine em cada um dos casos abaixo, x,y, e z nimeros reais tais que as matrizes
A e B sejam simétricas.

wA=(53)

10 z+2 5
b)B=| 8 20 y-35
241 Tz —14

UJ
I
R

(4) Considere as matrizes A,B, C, D e E com respectivas ordens,4 x 4,3 x 4,4 x 3,4 x 4,3 x 4.

Determine quais das serguintes expressoes matriciais sao possiveis e determine a res-
pectiva ordem.

(a) A + B;
(b) A + D;
(c) B+ C;
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(d) B+E
(5) Considere as matrizes:
9 8 10 0 1 0 61 13 66 129
A:( ),B: 80 200 95 ,c:( )’D:( )
6 7 59 938 39 79 25 79 25 3

Quando possivel, calcule o que se pede.

(a) A+ B
(b) A+ C
(c) B+D
(d) D + 0ax3
165 198 —64 964 254 —19 46 469
(6) Se A = 81 -9 16 25 eB=| —18 23 387 426 |, calcule 3A +
—42 54 345 —bH4 4259 22 10 20
2B.
a+b+1 0
(7) Determine a,b e ¢, para que se tenha Ogyxa = a+3c —b
—2b 0
(8) Determine x e y para que se tenha I = < . E)L y i )
(9) Sendo A = ( ;)g 295 ) , B= < 402 _110 > e C= ( ;L (1) > determine a matriz X

que verifica a igualdade 3(X + A) = 2(B + X) + 5C.



Moédulo 3: Matrizes - Parte |l

Ementa: Multiplicagao de matrizes; transposicao de matrizes; matrizes inversas.
Objetivos: Entender a operagdao de multiplicacao de matrizes e utilizé-la para entendi-
mento e determinacao de inversas de matrizes.

3.1 Multiplicacao de matrizes

Dadas duas matrizes A = (a;;j)mxn € B = (bjk)nxp, chamamos de produto de A por B a
matriz C = (¢ )mxp, onde

n
Cik = E @ij - bjr, = @101 + aioba, + ...+ Qinbpg.
Jj=1

Exemplo 3.1 Dadas as matrizes A e B abaizo, determine C = A - B.

a1 a2 b b
a-(omon ) me()
ag as ), 21 a2 ), o
Solucao:
Antes de realizar o produto entre as duas matrizes, note que o numero de colunas de A €
tgual ao numero de linhas de B. Portanto, com essa condi¢ao satisfeita pode-se realizar o

produto entre as matrizes e determinar C:

ayy - by +ajg - bar ang - bia + ag - by
C=A -B= agy - b1y + age - bay  agy - bia + ag - by
asy - by + ase - bay  asy - bia + ase - by

19
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Desta forma, note que a ordem de C € 3 x 2.

Exemplo 3.2 Sendo as matrizes D = ( 12 39 )1X4 e E= , determine

Ul O
R

4x2
se possivel:

1. F=D:E;
2. G=E-D.
Solucao:

1. Temos que D tem quatro colunas e E tem quatro linhas, logo podemos efetuar a mul-
tiplicacao.

F=D-E=((1-49+2-00+(3-3)+(9-5) 1-(-1))+2-)+B-7+(9-4))
=(4+0+9445 —1+2+21+36) = (58 58)

2. Temos que E tem duas colunas e D uma linha, logo nao podemos efetuar a multi-
plicacao entre as duas matrizes, portanto nao € possivel calcular G.

3.1.1 Propriedades

A multiplicagdo de matrizes satisfaz algumas propriedades que serao listadas a seguir. Dadas
as matrizes A, xn, Buxp, Cnxp € Dpxi, temos:

o A-I, =1, A=A (elemento neutro ou identidade);

e A-(B+C)=A-B+ A-C (distributiva a esquerda da multiplicagao);

(B+C)-D=B-D+C-D (distributiva a direita da multiplicagao);

e (A-B)-D=A-(B-D) (associatividade);

Om'AZOaneA'On:Oan-

3.2 Transposicao de matrizes

Dada uma matriz A = (a;;) de ordem m X n, chamamos de matriz transposta de A a
matriz B = (b;;) de ordem n x m, onde b;; = aj;. Indicamos a matriz transposta de A por

Al
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Exemplo 3.3 Encontre a transposta da matriz H.

hll h12 h13
H= h21 h22 h23
h31 h32 h33

Solucao: Como mencionado na definicao de transposicao de matrizes acima, teremos que
hz’j = hji; lOgO.'

hi1 har ha
H*=| hio he hs
hiz has  has
Exemplo 3.4 Considere as matrizes:
-10 O
8 9 —6 8 7
I_<76 2>’J_ g _120 ’K_<9 2)'

Se possivel, determine L = [I' + J] - K.

Solucao:

Para resolver a expressio acima, deve-se obedecer a ordem das operacdes, ou seja, deve-se
resolver primeiro o que se encontra dentro dos colchetes e logo apds o produto. Além disso, €
importante se atentar para a condicao que hd tanto na adi¢ao de matrizes como no produto,
se satisfizer as mesmas serd possivel definir L.

8 7 ~10 0 .

L=['+J K= 9 6 |+ 4 —20 -<9 2):
—6 2 6 1

—2 7 . (—2)-8+7-9  (=2)-7T+7-2
13 —14 -<9 2): 13-8+4 (—14)-9 13-7+(-14)-2 | =
0 3 0-8+3-9 0-7+3-2
~16+63 —14+ 14 A7 0
104—-126 91-28 | = [ —22 63

0+ 27 0+6 21 6
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3.2.1 Propriedades

Dadas as matrizes A e B de ordem m X n e o ntmero real a, a transposicao de matrizes
satisfaz:

e (A+B)! = A"+ BY
e (a-A)f =a-AY
e (A-B)' = B'A%;
o (AN = A.
Das defini¢oes de matriz simétrica e matriz antissimétrica, segue que
A é matriz simétrica < A" = A;

B é matriz antissimétrica < B'= —B.

3.3 Operacoes elementares com matrizes

Podemos fazer trés operacoes elementares sobre as linhas de uma matriz:

e Permutacao da ¢—ésima e j—ésima linhas, que denotamos por L; <+ L;.
Exemplo: L, <> Ls

0 2 -3 0 2 -3
-2 0 4 ~ 3 —4 0
3 -4 0 -2 0 4

e Multiplicacao da ?—ésima linha por um escalar nao nulo k, que denotamos por
Exemplo: Ly, — 2- Lo

0o 2 =3 0 2 =3
3 —4 0 ~ 6 -8 O
-2 0 4 -2 0 4

e Substituicao da i—ésima linha pela i—ésima linha mais k vezes a j—ésima linha, que
denotamos por (L; — L; + k- L;).



Matriz inversa 23

Exemplo: L3 — L3 +2- 1,

0 2 -3 0 2 -3
6 —8 0 |~ 6 -8 0
2 0 4 2420 042-2 442-(=3)
0 2 -3
~ 6 -8 0
—240 0+4 4—6
0 2 -3
~| 6 =8 0
—2 4 -2

3.4 Matriz inversa

Dizemos que uma matriz quadrada A de ordem n é inversivel (ou invertivel) se existe

uma matriz B tal que
A-B=B-A=1,.

Neste caso, dizemos que a matriz B é a inversa de A e a denotamos por A™1.

Alguns fatos seguem direto da definicao acima:

e Se A é uma matriz quadrada e existe uma matriz B tal que BA = I, entao A é
inversivel e A~! = B;

e Se A e B sao matrizes quadradas de mesma ordem inversiveis, entao AB é inversivel
e, além disso, (AB)™!' = B7'A~;

e Nem toda matriz é inversivel.

Exemplo 3.5

1 2

Dado a matriz M = ( 3 4

. , -2 1
), temos que a sua inversa ¢ M™1 = ( 3 >
3 -

N[ —=

3.4.1 Meétodo para inversao de matrizes

Um procedimento pratico para obtencao de uma matriz inversa, quando esta existir, con-
siste em efetuar operacoes elementares nas linhas de uma matriz dada até obtermos a matriz
identidade. Caso isso seja possivel a matriz dada é inversivel e para obtermos a inversa basta
aplicarmos a mesma sequéncia de operagoes elementares nas linhas da matriz identidade.
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Em resumo, fazemos a sequéncia de operacoes elementares simultaneamente numa matriz A
dada e na matriz identidade I de mesma ordem que A. Quando no lugar de A tivermos a
matriz identidade, entdo no lugar de I teremos a matriz inversa de A.

A1 =AY

operacoes elementares

1 2 3
Exemplo 3.6 Verifigue se N=| -2 5 —6 € inversivel.
-3 6 0
Solucao: Utilizando o método para inversdo de matrizes mencionado acima,teremos:
1 2 3 :100 1 23 :100
-2 5 —6 : 0 1 0 |—Laslat2Ls 0 90 2 1 0 | —7Ls—=L3+3L
-3 6 0 0 01 -3 6 0 0 01
1 2 3 100 1 2 3 100
0 9 0 210 —>L2—>éL2 0O 1 0 % % 0 7 Li—Li1—2L
0 12 9 3 01 0 12 9 3 01
5 2 5 2
1 0 3 s —5 O 10 3 s —5 O
01 0: 2 & 0|72 010 2 1 0 [
012 9 :3 0 1 0093+ —31
5 2 4 2 1
10 3 5 —5 O 1 00 5 5 3
010 % % 0 | —7Li—Li-3Ls| 0 1 O % % 0
001 : & —5 3 001: & —2 &
4 2 _1
1 g 1 ¥
1 _4 1
27 27 9

Exemplo 3.7 Verifique se a matriz O = ( ; 180 ) e a matriz P = ( _95 _42 ) sao in-
2 2
versas entre St.

Solugao: Para que seja verdade O - P = 1y, basta verificar.
_ (= .9 . —‘
op= (T 3 ). (D A V(T (D)+85 Tdts8—5 ) _
9 10 3 T3 9-(=5)+10-5 9-4+10-—7%

~35+36 28—28\ (1 0 1
—45+4+45 36-35 )\ o 1) 2

. O e P sao inversas entre si.
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1
2 6

Solucao: Utilizando o método para inversao de matrizes, teremos:

13 :10 13 : 1 0
. —>L2—>L2—2~L1 - .
2 6 : 01 00 : =21

*. Note que nao foi possivel encontra uma Iy no lugar de Q, portanto nao € inversivel.

Exemplo 3.8 Verifique se a matriz Q = < ) ¢ inversivel.

3.5 Exercicios

3 5 7 19 o 0
(1) Sejam as matrizesA=| -2 6 —4 |, B=[ 0 7 |eC= ( 9 13 ) de-
16 —-10 1 9 3
termine a matriz Y que verifica a igualdade Y = A -B-C
(2) Considere as matrizes:
1 0 1 0 13
D—(é?),E— 8 2 9 | F=| o7 = ,G—(ggl ;‘51 431>e
—19 54 32 20 21

0 7 -1
H_(—96 o)

Quando possivel, calcule o que se pede.

(a) 2D -G + H;

(b) E-F+G-E;
(c) D-5H+ G - (-3)F;
(d) 1

(3) Sejam as matrizes D, E, F, G e H definidas no exercicio (2), verifique as seguintes
propriedades da transposta:

(a) (G+H) =G'+ HY
(b) (2-D)'=2-D%
(c) (E- F) — F'E;
(d) (DY) =
1 4 -6
(4) Dada a matriz M= | 0 2 —3 | e M* a transposta de M, determine J, tal que
5 —2 -3

J=M? - M.
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(5) Use o método para inversao de matrizes para determinar se as matrizes abaixo sao

inversiveis.
0 -6 -—12
(a) 6 0 4 ;
12 -4 0

(6) Sejam as matrizes K = < 60 ) eL= ( 4 2 ), calule:

3 4

(7) Seja a matriz M = ( 1 9

) , determine:

2
(8) Seja N = ( 2;2 1 gO ) Determine o valor de z, tal que N = N,

50 9 -3

9) Sejam as matrizes O = 6 8 P = o3 , Q=1 13 1 |eR=| 25
2 4 4 2 =20

-1 2 69

determine a matriz X que verifica a igualdade X = (P + Q") - (R- O™ 1).

(10) Verifique se as sentengas abaixo sao verdadeiras ou falsas. Justifique sua resposta.
() Se A é uma matriz triangular superior, entdo A* também serd uma matriz trian-
gular superior;

() Se B é uma matriz trinagular inferior, entdo B? serd uma matriz triangular supe-
rior;
() O produto de duas matrizes simétricas de mesma ordem é uma matriz simétrica;

\]
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( )Se a primeira coluna de C for constituida somente de zeros, o mesmo ocorre com
a primeira coluna de qualquer produto C - D;

() Sejam as matrizes E e F simétricas, entdo E-F =F - E;

() Dadas as matrizes G e H, de ordem n, entdao —G - —H = —(G - H);

() Se a primeira linha de I for constituida somente de zeros, o mesmo ocorre com a

primeira linha de qualquer produto I-J.



Moédulo 4: Sistemas lineares

Ementa: Definicdo, exemplos de sistemas lineares e classificagao quanto a solugao; matriz
de um sistema; método de Gauss (escalonamento); método da matriz inversa.
Objetivos: Saber utilizar o método de Gauss para determinar a solu¢ao de um sistema
linear e classificar um sistema linear de acordo com sua solugao.

Uma equacao linear é uma equacao da forma aj;z; + asxs + ... + a,x, = b, onde
T1,%a,...,T, S0 as incégnitas e ai,ao,...,a,,b sao os coeficientes reais. E um sistema
linear é um conjunto de equagoes lineares como o que segue

a11T1 + a12T2 + ...+ ATy — b1
(911 + Q999 + ... + Aonly = bg (4 1)
A1 1 + Q2o + ... 4 A Tn = by

Uma solugao para o sistema (4.1]) é uma n-upla (xy, z9, . .., z,) de nimeros reais que satisfaz
simultaneamente todas as equagoes que compoem o sistema.

De acordo com sua solucao, um sistema linear pode ser classificado em:

e Sistema compativel: se possui solugao. Se a solucao for tinica, é dito compativel
determinado. Se as solucoes forem infinitas, é chamado compativel indetermi-
nado;

e Sistema incompativel: se nao admite solucao.

Exemplo 4.1
r+y=10
r—y=4

Solugcao: x =T ey = 3.

28
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Exemplo 4.2
r+y—z=2
20 +3y+22=6
r+2y+3z=4

Solugcao: v+ =52z ,y=2—-4zez=2z22€R.

Exemplo 4.3
r+y—z=1
20 +3y —32=3
T—3y+32=2

Solucao: . O sistema é incompativel.

4.1 Sistemas lineares e matrizes

Dado o sistema (4.1)), podemos escrevé-lo na sua forma matricial da seguinte maneira

a1; Q12 - Qin € by
Q21 Q22 -+ Q2n X2 by

. - ,
Am1 Am2  * - Amn Tn bm

29

isto é, se chamarmos de A a matriz dos coeficientes, de X a matriz das incognitas e B a

matriz dos termos independentes, temos

A-X =B.
A matriz ~ -
aix a2 - QAip : by
A B]= A1 Gy - Gy : by
L Am1 QAm2 - Amn bm |

é chamada a matriz ampliada do sistema.

4.1.1 Escalonamento de matrizes

Através de operagoes elementares em uma matriz é possivel reduzi-la a sua forma escalo-
nada. Fazendo isso na matriz ampliada de um sistema linear, obteremos um sistema mais
simples, equivalente ao primeiro. Logo encontrar a solucao deste sistema mais simples im-
plica em encontrar a solucao do sistema inicialmente proposto. Uma matriz estd na sua

forma escalonada se for nula, ou se
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e 0 primeiro elemento nao nulo de cada linha é igual a 1;

e a coluna onde ocorre o primeiro elemento nao nulo de cada linha tem os outros ele-
mentos nulos;

todas as linhas nulas ocorrem abaixo das linhas nao nulas;

e se o0 primeiro elemento nao nulo da linha 7 acontece na coluna j entao o primeiro
elemento nao nulo da linha ¢ 4+ 1 aparece na coluna k& > j.

0 01 0000
0 00 0 1 0O
0 00 0 00
i 0 00 0 00 |

4.1.2 Solucao de sistemas lineares

O método de Gauss ¢ a maneira de resolver um sistema linear trabalhando com sua matriz
ampliada. O objetivo é reduzir a matriz ampliada a sua forma escalonada, e entao obter a
solucao do sistema equivalente obtido.

Exemplo 4.4 Resolva e classifique o sistema linear abaizo, utilizando o método de Gauss:

r+y+z=5
2 +y+2="7
r+2y+12=8

Solucao:
Vamos escalonar a matriz ampliada do sistema:

1 11°:5 1 1 1 5
211 :7|La—=La—2-L1, |0 -1 -1 : =3 |Ls—=>Ls—Li_,
1218 1 2 1 8
(111 5 1 1 1 5
0 -1 -1 ¢ =3 |LeLs |0 1 0 3 (L= Li—Lay
0 1 0 3 0 -1 -1 i -3
(1 0 1 2 | 10 1 2 1 1
0 1 0 3 |Ls—Ls+Lo |01 0 3|Ls——Ls— |0 10
0 -1 -1 =3 | 00 -1 :0 00 1
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1 00 : 2
Ly—=Li—Ls |0 10 : 3
001 :0
2
. O sistema € compativel e determinado, e sua solugao é S= | 3
0
Exemplo 4.5 Resolva o sistema abaixo e classifique-o.
r+y+3w=4
2r+y—z4+w=1
3r —y—z+2w=-3
—r+2y+3z—w=4
Solucao:
Vamos utilizar o método de Gauss: ~ -
1 1 0 3 : 4 1 1 0 3 : 4
2 1 -1 1 : 1 Ly Ly—2-L_. 0 -1 -1 -5 -7 Ly— Ls—3-Ly_,
3 -1 -1 -3 3 -1 -1 2 -3
-1 2 3 4] | -1 2 3 -1 4]
1 1 0 4 11 0 3 4
0 -1 -1 -7 0 -1 -1 =5 -7
Ly— Ly+ Ly, Lo — —Ly_,
0 -4 -1 —15 0 —4 -1 -7 —15
-1 2 3 4] |03 3 2 8 |
11 0 3 4 1 0 -1 =2 -3
0 1 g 7 Ll—)Ll—L2_> 0 1 1 o 7 L3—>L3+4'L2_>
0 —4 -1 -7 —15 0 —4 -1 -7 —15
03 3 2 8 | |03 3 2 8 |
10 -1 =2 -3 10 -1 =2 -3
1
01 1 5 7 Li—Li—3 Ly . 01 1 5 7 Ly 1oL,
00 3 13 13 00 3 13 13 3 -
03 3 2 8 |00 0 -13 —13 |
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1 0 -1 =2 -3 1 0 -1 -2 -3
2 8
011 153 173 Ly — Ly— L3, o010 133 133 Ly —Li+Ls
00 1 5 5 00 5 5
i 00 0 -13 —13 | | 00 0 -13 —13 |
7 4 7 4
100 3 3 100 g3 3
2 8 _ 2 8 1
oy 133 133 La— EL4 v 133 133 Ls = Ly = §L4
001 3 5 — 1001 3 5 —
i 00 0 —-13 —-13 | i 000 1 1 |
7 4 7 4
100 3 3 100 g 3
2 8
010 3 3 | Ly Ly — 2L, 0100 2 L1—>L1—ZL4
0010 °:0 — 100100 3 —
i 0001 1 | i 0001 1 |
1 000 -1
0100 2
0010 0
i 00 01 1 |

Reescrevendo a matriz ampliada como um sistema, teremos que:

r=—1
y=2
z=0
w=1
-1
: , , . 2
. O sistema € compativel e determinado. S = 0
1

4.2 Método da matriz inversa

Para sistemas lineares em que o ntimero de equacoes coincide com o nimero de incégnitas,
podemos utilizar um outro método para resolvé-los, que chamaremos de método da matriz
inversa. Considere o sistema

AX =B
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e suponha que A seja uma matriz inversivel. Neste caso, existe a matriz A~! tal que A-A~! =
A7V A =1 e dai
AX=B& A (AX)=A"".B

s (A AX =418

- X=A"1B

s X=A"-B.
Portanto, se A é inversivel, o sistema possui uma unica solucao dada por

X=A"B.

Exemplo 4.6 Dado o sistema linear abaixo:

T+ 2y+ 3z =32
r+y =16
—y—2z=24

Determine a solucao do sistema utilizando o método da matriz inversa.

Solucao:
Primeiro, vamos escrever o sistema dado na forma matricial, A- X = B:

1 2 3 x 32
1 1 0| -|ly|=]16
0 -1 -2 z 24

Para utilizar o método da matriz inversa € necessdario calcular a matriz inversa de A, caso
exista, a solucdo do sistema pode ser dado da sequinte maneira: X = A~' - B.

1 2 3 100 1 2 3 1 00

1 1 0 : 01 0 |—7LesLe-Li |0 —1 =3 : =1 1 0 | —7Los—L»
| 0 -1 -2 0 01 0 -1 -2 : 0 01

-1 2 3 1 0 ] -1 0o -3 : -1 2 0

0 1 3 :1 -1 0|—L-L-2L|0 1 3 : 1 =1 0| —7Ly—Ls+Le
(0 -1 =2 10 0 1| 0 -1 2 0 0 1
(10 3: -1 2 0] (100 :2 -1 3

01 3 1 =1 0|—7Li—L+3Ls | 0 1 3 : 1 —1 0 | 7Lx=L>-3Ls
| 0 0 1 —1 1 (001 1 —11

(1 00: 2 -1 3|

010 -2 2 =3

001 1 -1 1 |
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2 -1 3
Assim, a matriz inversa de A é A=t = | =2 2 =3 |. Desta forma, a solucdo serd:
1 -1 1
x 2 -1 3 32 2:32—-1-164+3-24 64 — 16 + 72
yl=|-2 2 -3|-|16|=]-2-32+2-16—-3-24 | =] —64+32—-72
z 1 -1 1 24 1-32—1-16+1-24 32 —-16+24
120
.. A solucao do sistema é X = | —104
40

Exemplo 4.7 Resolva o sistema abaizo, utilizando o método da matriz inversa.

T+ 2w =10
r—y==~6
—y—2z+w=30
y+z=12
Solucao:
Escrevendo o sistema dado na forma matricial, A- X = B:

1 0 0 2 x 10
1 -1 0 0 y| | 6
0 -1 -2 1 2 30
0 1 1 0 w 12

Abaizo temos a matriz ampliada e as respectivas operacoes elementares sobre as linhas da
mesma, para se obter a matriz inversa.

1 0 0 2 1 0 00 1 0 0 2 : 1 000
1 -1 0 0 010 0O -1 0 -2 : —-1100
—>L2—>L2—L1 3 —>L2_)_L2
0 -1 -2 1 0010 O -1 -2 1 : 0 010
(001 1 0:000 1| (001 1 0 ! 0 00 1|
1 0 0 2 1 0 00 1 0 0 2 1 0 00
0 1 0 2 1 -1 0 0 01 0 2 1 -1 0 0
—L3—Ls+Lo —7L4—Ls—Lo
0 -1 -2 1 0O 0 10 00 —2 3 1 -1 10
(001 1. 0:0 0 01| (01 1 0:0 0 01
1 0 O 2 1 0O 0 O 1 0 0 2 1 0 0 0
01 0 2 1 -1 0 0 01 O 2 1 -1 0 0
——Lye Ly ——Ls—Ls+2-Ls
00 -2 3 1 -1 10 00 1 =2 -1 1 01
(00 1 —2% -1 1 01| 00 -2 3 ¢ 1 —110
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1 00 2 1 0
010 2 1 -1
00 1 =2 -1 1
1000 —1 -1 1
100 0 : -1 2
010 1 —1
001 -2 : —1 1
(000 1 : 1 -1
1 000
7 L3—L3+2La R
0010
10001

Assim, a matriz inversa de A é A~ =

-1 2 2
-1 1 2
1 -1 =2
1 -1 -1
—10 + 12 + 60 + 48
—10+6 + 60 + 48
10 — 6 — 60 — 36
10-6—-30—24

x
Y
z
w

. A solucao do sistema € X =

4.3 Exercicios

-3
-2

35

0 0 100 2 1 0
0 0 010 1 -1 0
—7L4——Ly —— L L—2Ls
0 1 001 -2 —1 0
1 2 000 1 1 -1 -1 -2
2 4 100 0 -1 2 2
0 010 0 -1 1 2
—>L2~>L272-L4
0 001 —2: -1 1 0
-1 -2 (000 1 1 -1 -1 -2 |
-1 2 2
-1 1 2
1 -1 —2 -3
1 -1 -1 -2 |
-1 2 2 4
-1 1 2 4 i 3
1 -1 -2 _3 . Desta forma, a solucdo serd:
1 -1 -1 =2
10 ~1-10+2-6+2-30+4-12
6 | | -1-10+1-6+2-30+4-12
30 | 1-10-1-6—2-30—3-12
12 1-10-1-6—1-30—2-12
110
104
—92
—50

(1) Resolva e classifique os seguintes sistemas lineares utilizando o método de Gauss:

20 +3y—2=0

(a)

r—2y+z=5

—r+y+z=-2
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14
——r+y+z=1

3
(b) r—2y+32=0
20 +y— 3z =2

(2) Expresse matricialmente os sistemas:

20 +y=9
(a) {x—3y:—13
r4+4dy+72=2

(b) 20+ 3y + 62 =2
dr4+y—z2=238

(3) Resolva os sistemas lineares do exercicio anterior utilizando o método da matriz inversa,
caso seja possivel.

(4) Determine o valor real de a, para que o sistema linear dado admita solugao nao-trivial.

20 =5y +22=0
r+y+z2=0
20 —az =10

(5) Dado o sistema linear:

ar+y+z=1
rH+ay+z=1
r+y+az=1

Determine, os valores reais de a, para que o sistema seja:

(a) compativel e determinado;
(b) compativel e indeterminado;

(¢) incompativel.

(6) Sejam
01 2 T 3 4
A= 1 1 2 y X = T y Bl = 2 e BQ = 5)
1 2 3 T3 1 6

(a) Determine, se possivel, a inversa de A;

(b) Utilize o método da matriz inversa para resolver a equagao matricial AX = By
para k =1e 2.
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(7)

Determine o valor real de a, para que o sistema linear dado admita solug¢ao compativel
e indeterminada.

r+2y+taz=1
20 +ay +8z =3

(FUVEST) Uma agéncia de turismo vendeu um total de 78 passagens para os desti-
nos: Lisboa, Paris e Roma. Sabe-se que o nimero de passagens vendidas para Paris foi
o dobro do niimero de passagens vendidas para os outros dois destinos conjuntamente.
Sabe-se também que, para Roma, foram vendidas duas passagens a mais que a metade
das vendidas para Lisboa. Qual foi o total de passagens vendidas, conjuntamente, para
Paris e Roma?

(UFU - Adaptada) Resolva o problema a seguir, por meio de sistemas lineares.
Por causa de héabitos alimentares inadequados, um cardiologista nota que os seus pa-
cientes com hipertensao sao cada vez mais jovens e fazem uso de medicamentos cada
vez mais cedo. Suponha que Pedro, Mércia e Joao sejam pacientes, com faixas etarias
bem distintas e que utilizam um mesmo hipertensivo em comprimidos. Sabe-se que
Joao utiliza comprimidos de 2 mg, Marcia de 4 mg e Pedro de 10 mg. Além disso,
mensalmente, Pedro toma o triplo de comprimidos de Marcia e os trés consomem 130
comprimidos, totalizando 780 miligramas da droga. Com base nestas informacoes,
quantos comprimidos Marcia ingere mensalmente?

(UFV) No meu bairro hé trés cadeias de supermercados: A, B e C. A tabela abaixo
apresenta os pregos (em reais por quilo) do produto X, do produto Y e do produto Z,

nessas cadeias.
‘ Produto X ‘ Produto Y ‘ Produto Z

A 3 4 2
B 1 6 4
C 1 4 7

Comprando-se x quilos do produto X, y quilos do produto Y e z quilos do produto Z
em qualquer dos segmentos pagarei R$ 31,00. Determine z, y e z.



Moddulo 5: Determinantes

Ementa: Definicao, exemplos e propriedades de determinantes de uma matriz.
Objetivos: Entender os métodos de determinacao do determinante de uma matriz e
saber utilizar suas propriedades na resolucao de problemas.

Dada uma matriz quadrada A, o determinante de A é um nimero associado a essa
matriz que denotamos por detA ou |A|. No caso da matriz A ser de ordem 2 ou 3 temos as
seguintes férmulas para det A:

(i) Dada a matriz A = [ du iz 1, o determinante de A é o nimero

21 Q22
ainl a2
detA = = a1 - Qo2 — Q12 - A9].
(o1 (o 11 A22 12 Q21
‘ . 8 4
Exemplo 5.1 Seja a matriz A = 3 9 | calcule detA.
Solucao:
8 4
detA = =8-2—4-3=16—12 =4.
3 2
aj; a2 Aais
(ii)) Dada a matriz A = | ag; ase a3 |, o determinante de A é o niimero

a31 azz Aas3

@11 a2 Qi3
detA = az1 @ a3 | = a11020033+012023031+013021A32— 011023032 — Q12021 Q33— 013022031 -
a31 dazz G33

38
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1 0 3
Exemplo 5.2 Seja a matriz B=| 5 —4 1 |, calcule detB.
-3 0 7
Solucao:
1 0 3
detA=| 5 —4 1
-3 0 7

=1-—4-74+0-1-(=3)+3-5-0—(1-1-0)—(0-5-7)— (3-(=4)-(=3)) =
—284+0+0—0—0—236=—64

5.1 Desenvolvimento de Laplace

Dada uma matriz genérica quadrada A, de ordem n, vejamos como obter o determinante de

A.

app Q2 -0 Qin
Q21 Q2 -+ Q2
an1 Qp2 - App
Para cada par i,j € {1,2,...,n}, definimos a matriz A,;; como sendo a submatriz quadrada

de A obtida retirando a i-ésima linha e a j—ésima coluna. Chamaremos de cofator e
denotaremos por A;; o nimero dado por

Ny = (=1)" - |Ay).
O determinante da matriz A serd dado por
detA = apnlig + aplip + - + ainlin,

que chamamos de desenvolvimento de Laplace (ou expansao em cofatores).

10 2 0
: 3 2 —-11 . .
Exemplo 5.3 Dada a matriz C' = 0 2 0 2| utilize o desenvolvimento de Laplace
1 -1 1 3

para calcular detC'.

Solucao:
detC' = c11 D11 + c12D12 + 13013 + 14D

detC = C11 (—1)1+1 . |011| + c12 - (—1)1+2 . |012| + C13 (—1)1+3 . |013| + Ci4 - (—1)1+4 . |014|
2 -1 1 3 —1 1 3 2 1

detC =1-(=1)2-| 2 0 2|+0-(=13-|0 0 2|+2-(=D*- |0 2 2|+0-
-1 1 3 1 1 3 1 -1 3
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detC = 1-[0424+2—(0+4—6)]4+042-[18+4+0—(2—6+0)]4+0 = 1:[442]+0+2-[22—(—4)]+0 =
1:6+042-26+40=6+0+52+0=058
codetC =58

5.2 Propriedades

Considere a matriz

@11 aiz -+ Aip

Q21 Q22 -+ A2y
A=

Ap1 QAp2 - Apn

e Se todos os elementos de uma linha ou coluna de A sao nulos, entao detA = 0;
o detA = detAl;
e Se trocarmos a posicao de duas linhas de A, o determinante troca de sinal;

e Se multiplicarmos uma linha de A por uma constante k, entdo o determinante da nova
matriz é igual a k - det A,

11 Q12 s Q1n aix Qi -+ Aip
21 22 ce Q2n, 21 Q22 -+ dap

: : . :
k-an k-ag - k-apn Qi1 Q2 cr Gin
(07951 ap2 e Ann An1 Qp2 - Ann

e Se A tiver duas linhas ou duas colunas iguais, seu determinante é nulo;

e O determinante de A nao muda se somarmos a uma linha, outra linha multiplicada
por uma constante;

e Se A for uma matriz triangular, entao o determinante de A serd o produto da sua
diagonal principal;

e Se detA = 0 entao nao existe A~

1
-1 _ - .
e detA ' = oA
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o det(AB) = detA - detB.

Exemplo 5.4 Dadas as matrizes A = [ 3 4 } e B= { 3 4 ], determine:

1 2 10 20
1. detA;
2. detB;
3. det(AB).
Solucao:
1. detA:‘ i) ;1 ‘:3-2—(4-1):6—4:2.

2. Note que a matriz B € semelhante a matriz A, sendo que a unica coisa que difere ambas
¢ a multiplicagao da sequnda linha de A por 10. Assim, por meio das propriedades dos
determinantes, teremos que detB = 10 - det A.
c.detB =10 -2 = 20.

3. Utilizando a propriedade, det(AB) = detA - detB, teremos que:
det(AB) =2 - 20 = 40.

01 -1
Exemplo 5.5 Seja a matrizC = | 1 2 —4 |, determine detC~!.
34 0
Solugcao: Ao invés de calular a matriz inversa e posteriormente seu determinante, vamos
1
tili edade detC—' = )
utilizar a propriedade de Ts
01 -1
detC=|1 2 —4|=0-12—4—(=6+0+0)=—16+6 = —10.
34 0
1 1
sodetCl= — = ——
T )

5.3 A matriz adjunta
Dada a matriz

11 A2 - Qin
Q21 Qg2 -+  Q2n

Qp1 Ap2 - Qpp
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a matriz adjunta de A, denotada por adjA é a transposta da matriz dos cofatores de A,
isto é,
t

A11 A12 t Aln A11 A21 e Anl

Aot Dy oo Doy N Doy oo A,
ade _ '21 '22 ‘ '2 _ .12 .22 . . 2

Anl A17,2 e Ann A1n AQTL e Ann

Uma relagao entre a matriz A e sua adjunta, é dada por
adjA - A =detA- I,.

Portanto, se A é uma matriz inversivel, entao

41
~ detA

adjA.

Além disso,
A éinversivel <& detA #0.

3 11
Exemplo 5.6 Calcule a matriz inversa de A = | 1 1 0 |, utilizando os conceitos de
21 2
matriz adjunta.
1
Solucao: Se A, for uma matriz inversivel, logo A~! = y tAade. Primeiramente encon-
e
traremos o detA:
3 1 1
detA=|110|=64+0+1—-(2+0+2)=7—-4=3.
2 1 2

Agora encontraremos adj A, que para tal é necessdario a matriz dos cofatores de A:

Ap= (- D D=1 (1220 =1.2-0=2

Drg= (~1)*2| 0 0= (=1)-(1-2-0-2) = (~1)- (2~ 0) = 2
Ay = (—1)1+3 . ; 1 (1 1-1-2)=1-(1-2)=—1
D= (11| | l=(-1)-(1-2-1-1)=(-1)- @~ 1) =1
Dp= (12| 2 2121 32-2.1)=1.(6-2) =4

Agy= (12| 0 1= (=1)-(3-1-1-2) = (-1)-(3-2) = —1
Pgt = (—1)31 . 1(1) 1 (1-0=1-1)=1-(0—1)=—1
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—1

b= (0| [ (0 B0- 1) = (-1 0 1) =1
31
A33:(—1)3+3-‘ D ‘:1-(3-1—1-1):1-(3—1):
2 -2 -1
Logo, a matriz cofatores de A, sera: A= | —1 4 —1
-1 1 2
2 -1 -1
Por consequinte, adjA =N\t = | —2 4 1
-1 -1 2
2 1 =1
a2 1 i
3 3

3

5.4 Exercicios

(1) Verifique se as sentencgas abaixo sao verdadeiras ou falsas. Justifique sua resposta.

() det(5A) =5 - det(A);

43

() Sejam B e C, matrizes quadradas de ordem 2, tal que detB = —2 e detC = —3,

entao det(BC') = 6;
() det(D + E) = detD + detE;
() det(—F) = detF;

() detl, = 1.
3 2 5
(2) Dada amatriz H= | 4 1 3 |, calcule:
2 3 4
(a) detH;
(b) detH?

(3) Se J é uma matriz quadrada de ordem 4, com detJ = 5 e a um numero real tal que

det(aJ) = 600, entao qual o valor de a?

(4) Calcule os determinantes das matrizes abaixo, utilizando o desenvolvimento de Laplace.

[0 10 0
(a) |0 6 1
2 5 -1
2 6 8
M) |36 9
|48 12



44 Modulo 5: Determinantes

0 0 0 1
2 —1 4 5
© 16 7 8 9
10 11 12 13
a b c
(5) Sabendo que | d e f | = 10,determine :
g h 1
d g
(a) | b e h
c f 1
a d a
(by | b e b
c f c
d e f
(¢c)|a b ¢
g h 1
Ta Tb Tc
d) | d e f
g h 1
10 =2 0
(6) Qual o cofator do elemento kgg da matriz K = | 1 0 1 |7
3 —1 8

(7) Dadas as matrizes abaixo, se possivel, calcule as suas respectivas inversas utilizando o
conceito de matriz adjunta.

1 2 0 -2
2 1 -3 0
© 1o 1 2 o
1 0 0 —1

(8) Resolva a seguinte equagao
2+ 1
3 2—x
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(9) Dada a matriz L =

o NN O

45



Moédulo 6: Subespacos vetoriais - Parte |

Ementa: Definicao e exemplos de subespacos vetorias; subespacos vetoriais triviais.
Objetivos: Saber verificar se um subconjunto de um espago vetorial é um subespago
vetorial.

Sejam V' um espaco vetorial e W um subconjunto nao vazio de V. Dizemos que W é um
subespaco vetorial de V' ou simplesmente um subespaco de V', se W, com as operacoes
de adicao em V' e de multiplicagao de vetores de V' por escalares, ¢ um espago vetorial.

Seja W um subconjunto de um espago vetorial V. Como os elementos de W estao em V', que
ja é um espaco vetorial, para verificarmos se W é subespaco vetorial de V' basta verificarmos
os seguintes itens:

(i) W #0;
(i) se u,v € W, entao u+v € W;

(ili) sea € Reu e W, entao au € W.

Todo espago vetorial V' # {0} admite pelo menos dois subespagos: o subespago nulo e o
proprio espago vetorial V. Estes dois sao os chamados subespagos triviais de V. Os
demais subespacos sao chamados subespacos proprios de V.

6.1 Exemplos

Exemplo 6.1 Seja S um subconjunto de R3, dado por S = {(z,y,z) e R® : x+y+ 2 =0}.
Verifique se S € subespaco vetorial de R3.
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Solugao: Verifiquemos se S satisfaz as condigoes vistas acima:
(i) E claro que (0,0,0) satisfaz 0+ 0+ 0 = 0, logo S # 0.

(ii) Sejam u, v € S, tais que ¥ = (z,y,2) e U = (a,b,¢) entdo ¥+ v = (z,y, 2) + (a,b,c) =
(x+a,y+bz+c)eassim, (r+a)+(y+b)+(z+c)=(r+y+2)+(a+b+c)=0.
Portanto, © 4+ v € S.

(iii) Seja i = (z,y,z) € S, entdo a(z,y, z) = (ax,ay,az), e dal (ax + ay + az) = a(x +
y+ z) = a0 =0, para todo o € R. Portanto, au € S.

Concluimos entdo que S é subespaco vetorial de R3. [ ]

Exemplo 6.2 Dado W = {(z,y) € R* : x > 0,y > 0}. Verifique se W € subespago vetorial
de R2.

Solugao: Seja © = (2,1) € W e note que, a condigdo (i) nao é satisfeita, ja que
(—2,—1

li=—1-(2,1) = (-2,—1) ¢ W.

Portanto, W nao é subespaco vetorial de R2. [ ]

Exemplo 6.3 Dado A = { [Z d

b} ce=0ed= a+b}. Verifique se A € subespaco vetorial
de MQ.

Solugao: Verifiquemos se A satisfaz as condigoes vistas acima:

. : e b _|aa be
SeJamX,Y€A€@€R7talsqueX_{0 a1+b1}ey_{0 a2+b2]'

(i) 0 € A, pois0 = [O 0] , lembrando que d = a+bcomoa =0e b=0,logod =0+0 = 0.

0 0
. _|la by as by a1+ az by + by .
<11)X+Y_|:0 a1+bl]+[0 a2+b2:|_|:0+0 a1+bl+a2+bg]_

_ |:CL1+CL2 b1+b2

0 a1+a2+bl+b2},logoX+Y€A.

_ aq b1 _|aay aby _|aay abq
(111) aX =a |:O ai + b1:| N |:OCO Oé((ll + bl):| N |: 0 aal + Oéb1:| ' LOgO, aX € A.

Como todas as condigoes foram verificadas concluimos que A é subespaco vetorial de M;. m
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Exemplo 6.4 Dado W = {(z,y,2) € R3 : z —y — 32 = 1}. Verifique se W ¢ subespago
vetorial de R3.

Solugao: Vamos verificar se valem as propriedades de subespago para W.

Note que 0 ¢ W, pois o vetor nulo de R? nao satisfaz a condi¢ao de V, ou seja, que
x —y — 3z =1, substituindo x =y = 2 = 0 temos 0 — 0 — 3.0 # 1.
Dai 0.4 =0 ¢ W para todo @ € W e entdo (7i7) nao ¢é satisfeita. Com isso, concluimos que
W nao é subespaco vetorial de R3. [

Exemplo 6.5 Dado V = {(z,—x,y,2) € R* : z,y,z € R}. Verifique se V € subespago
vetorial de R*.

Solugao: Vamos verificar se valem as condigoes de subespago vetorial para V.
Sejam U,V e a € R, tais que 4 = (z1, —x1,y1,21) € U = (x9, —T2, Yo, 22).

(i) 0 € V, pois (0,—0,0,0) = (0,0,0,0).

(i) @+ 0= (z1, =21, 91, 21) + (T2, —T2, Y2, 22) = (L1 + T2, =21 + (—T2), Y1 +y2, 21 + 22) =
= (z1 + 2, —(z1 + 22),y1 + Y2, 21 + 22). Logo, ©+v € V.

(i) ad = oz, —21,Y1,21) = (ax1, —axy, 1, az1). Portando, e € V.

. veri , , . .
Como todas as condicoes foram verificadas concluimos que V é subespaco vetorial de
R*. ™

6.2 Exercicios

Verifique quais dos seguintes subconjuntos sao subespacos vetoriais.

(1) W={(x,y,2) ER*: 2 = =2y e 2 = by} C R
(2) W={(z,y,2,t) ER*: 2z +y—t=0e 2=0} CR.

(3) W = {A = [aij} L ann < O} C Mm,n(R)

(m;n)

(4) W = { [OCL 2} :a,b,c,dEReb:c—l—l} C Ms(R).
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(5) A={A€ Ma(R) : a1z = as} C My(R).
(6) W ={(x,y) € R : y = 3z} C R%
() W={(r,y,2) eR®: 0 —y+2z=4} C R
(8) W = { o subconjunto das matrizes triangulares superiores de ordem 3} C Mj3(R).
9) W={(x,y,2) eR¥: 2 <y <z} CR.
)

(10) W ={(x,y,2) € R®: z = 22 + y*} C R
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Ementa: Operagées com subespagos vetoriais; interseccdo e soma de subespacos;
subespaco vetorial gerado; espacos vetoriais finitamente gerados.

Objetivos: Entender as principais operagoes que podem ser realizadas entre
subespacos vetoriais.

7.1 Operacoes com subespacos

Dados U e W subespagos de um espago vetorial V', a intersegao UNW ainda é um subespagco
de V. De fato,

e UNW é sempre diferente de vazio, ja que os dois subespacos contém o vetor nulo;

e Dados u,w € UNW, u,w pertencem a U e também a W, que sao subespacos. Logo
u + w pertence a U e W. Portanto u+w € UNW;

e Dadosu e UNW e a € R, como u pertence a U e W que sao subespagos vetoriais,
entao au pertence a U e a W simultaneamente. Logo au € UNW.

Portanto a intersecao de subespacos vetoriais continua sendo um subespaco vetorial.

Observacgao 7.1 A unido de dois subespacos de um espago vetorial V ndao €, necessaria-
mente, um subespaco de V.

Exemplo 7.1 Sejam os subespagos U = {(z,y) € R* : y = 0}e W = {(z,y) € R* : z = 0}.
A uniao entre U e W serd o conjunto:

UUW ={(z,y) €R*:2=0 ouy =0}
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O elemento neutro (0,0) estd em U e em W e logo, estd também na unido. Considere-
mos os vetores u = (1,0) e U ew = (0,1) € W.

Temos que u,w € UUW, mas u+w = (1,0) + (0,1) = (1,1), que € um vetor que nao
satisfaz nenhuma das condi¢oes do conjunto unido, logo u+ w ¢ U U W.

Dados U e W subespacos vetoriais de um espaco vetorial V', a soma dos subespagos U
e W é dada pelo conjunto

U+W={wveV:v=ut+w, uelU, weW},
que é um subespaco vetorial de V. De fato,

o U+ W é sempre diferente de vazio, ja que os dois subespagos contém o vetor nulo, logo
0=04+0e€U+V,;

e Dados vy,vy € U4+ W, entao vy = u3 +wy € vy = Us +ws, com Uy, Uy € U e wy,we € W.
Dai
U1+U2:(U1+’LU1)+(U2+U12):(U1+UQ)+(UJ1+’LU2) S U+W,

e Dadosv e U+Wea € R,comv=u+weuec U, we W, comoU eW sao
subespacos vetoriais, entao au € U e aw € W, dai

av =au+aw € U+ W.

Portanto a soma de subespagos vetoriais continua sendo um subespago vetorial.

Definicao 7.1 Sejam U e W subespacos vetoriais de um espaco vetorial V. O espago veto-
rial V € dito soma direta de U e W, e € representado por V=U @& W, se V=U+W e
UNnW ={0}.

Exemplo 7.2 Dado o espaco vetorial R?, verifique se a soma dos subespagos U = {(z,y) €
R?:y =0} e W{(z,y) € R? : . =0}, € uma soma direta, ou seja, R =U @ W.

Temos que os elementos de U sao da forma (x,0) = x(1,0), para x € R. Assim, o
conjunto U ¢é gerado pelo elemento (1,0), isto é, U =[(1,0)]. De mesmo modo, um elemento
de W € da forma (0,y) = y(0,1), para y € R. Assim, o conjunto W € gerado pelo elemento
(0,1), isto € W = [(0,1)].

Note que, a interseccao entre U e W € o elemento neutro de R?, ou seja, UNW =

{(0,0)}.
Além disso, U + W = R?, jd que qualquer elemento (x,y) € R? pode ser escrito como
(z,y) = x(1,0) + y(0,1). Assim, temos R? =U @ W.
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7.2 Subespaco vetorial gerado

Seja V' um espaco vetorial e considere S um subconjunto de V', nao necessariamente sendo
um subespaco vetorial. Por exemplo,

S ={v,v9,...,0,} CV.

Uma combinacao linear dos elementos de S é qualquer soma de vetores da forma

n

E AQ;V; = a1V + AoV + -+ - + ApUy,
i=1

com a; € R, para todo i. Denotemos por G(.S) o conjunto de todas as combinagoes lineares de
elementos de S. O conjunto G(.S) assim construido, é um subespaco vetorial de V' chamado
subespaco gerado pelo conjunto S e simbolicamente temos

GS)={veV:v=av +awvs+ - +aw,, a;€R i=12... nh

Os vetores vy, v, ..., v, sdo chamados geradores do subespaco G(S) e S é chamado o
conjunto gerador de G(S).

Definigao 7.2 Um espago vetorial V' é finitamente gerado se existe um conjunto finito
de vetores que geram V', isto €, V = G(S), com S sendo um conjunto finito.

Exemplo 7.3 Considere o espago das matrizes 2 x 2, denotado por My(R) e observe que
este € finitamente gerado. Seja S o conjunto dado por

G_ {1 0] Jo1] [o 0] oo

110 0]’({0 O’ |1 O|”|0 1]["
Note que S gera My(R) jd que ¥ a,b,c,d € R

a b] _[a 0], [0 5], [0 0], [00

c d |0 0 00 c 0 0 d

B O IR (VY N N A

71000 0 0 10 01
7.3 Exercicios

(1) Verifique se o conjunto S = {(1,2)} € R? gera o subespago U = {(z,y) € R* : y = 2z},

(2) Verifique se o conjunto S = {(1,0),(1,1)} gera o espaco vetorial R?.
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(3) Determine o subespaco de R? gerado por S = {(2,1,0),(0,3,4)}.

(4) Sejam Wy = {(a,,0) : a,b € R} e Wy = {(c, c,c) : ¢ € R} subespagos vetoriais de R3.

Qo

b

)
)
) R® = W; + W57 Se a resposta for ndo, determine W, + Ws.
) R =W, @ Wy?

)

(5) Dados 4 = (1,2) e U = (—1,2), sejam W; e W, as retas que passam pela origem em
R? e contém @ e U, respectivamente.

a) R? = W, + W,? Se a resposta for nio, determine Wy + Ws.
b) R* =W, & Wy?

(6) Sejam W, = { {g 8} ca,b e R} e Wy = { {CCL 8} Sa,c € R} subespacos vetoriais

de Msyo(R). Wy + W, é soma direta?

(7) Sejam W; = [(1,0,1),(0,1,1)] e Wy = [(1,1,1),(1,0,0)] subespagos vetoriais de R3.
Determine W; N Ws.

(8) Sejalez{ [CCL Z] :ondea:deb:c}ewgz{ [CCL 2] :ondea:ceb:d}

subespagos vetoriais de Mayo(R). Determine Wy N Wa.
(9) Encontre geradores de W = {(z,y,2) € R? : x — y = 0}.

(10) Encontre geradores de W = {(z,y,2) e R®: x + 2z = x — 2y = 0}.



Modulo 8: Dependéncia e independéncia linear

Ementa: Combinacoes lineares; conjuntos linearmente dependentes e linearmente inde-
pendentes.

Objetivos: Saber verificar se um dado conjunto de vetores em um espago vetorial é 1.i.
ou 1.d., bem como compreender qual o significado dessas classificagoes e como utilizé-las
em demonstracgoes.

Sejam V' um espago vetorial e A = {vy,v9,...,v,} um conjunto de vetores de V. Uma
combinacgao linear dos vetores dados é qualquer soma da forma

n
E a;V; = a1V + AoV + « -+ + a,Un,
i=1

com a; € R, para todo 7. Sempre é possivel encontrar uma combinacao linear dos vetores
dados que satisfaz a equacao

a1v1 + a2V9 +---+ AnUp = O (81>

Basta tomarmos todos os escalares a; iguais a zero. Se a tnica solucao da Equagao for
a; = 0, paratodoi =1,2,...,n, dizemos que A é um conjunto linearmente independente
(LI), ou que os vetores vy, v, . .., v, sdo LI. Caso contrario, se existirem soluges para .
tais que algum a; # 0, dizemos que o conjunto A é linearmente dependente (LD), ou
que os vetores vy, vo, ..., v, sao LD.

8.1 Propriedades

e O vetor nulo é LD, pois o produto de qualquer escalar por ele ¢ igual a ele mesmo;
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e Se v é um vetor nao nulo de um espago vetorial V', entao o conjunto unitario {v} é LI,
pois av = 0, para a € R se, e s6 se a = 0;

e Se um subconjunto de um espaco vetorial V' contém o vetor nulo, entao esse conjunto
é LD;

e Se um subconjunto de um espaco vetorial V' possui um vetor que é combinacao linear
dos demais, o conjunto ¢ LD;

e Se B é um subconjunto de um espago vetorial V' tal que A C B e A é um conjunto
LD, entao B também é LD;

e Se {v1,v9,...,v,} C V éLIe{v,vq,...,u,w} CV éLD, entdo w é combinagao
linear de vy, vo, ..., vp,.
8.2 Exemplos

Exemplo 8.1 Mostremos que o conjunto {(1,0),(0,1)} em R? € linearmente independente.

De fato, a equacdo:
(1/1(]_, 0) + 042(0, 1) = (0, O)

50 vale para oy = ag = 0. Assim, os vetores (1,0) e (0,1) sao LI

Exemplo 8.2 Os elementos v1 = (1,2) e vy = (3,6) do espaco vetorial R? sdo linearmente
dependentes. Note que,

vy + (—1)vy = 3(1,2) — 1(3,6) = (0,0)

Exemplo 8.3 Sejam os vetores vy = (1,2) e vo = (4,3) de R?. Mostremos que vy e vy 8G0
linearmente independentes.

Observe que a equagao:

a1v1 + avy = aq(1,2) + a2(4,3) = (0,0)

€ valida se, e somente se, a3 = ag = 0. Assim, v1 e vy sao linearmente independentes.

Exemplo 8.4 Seja o subconjunto {2z, 2%+ 1,2+ 1,2% — 1} de P»(R). Mostremos que é um
subconjunto linearmente dependente.

De fato, tomando a equagdo:

1(22) + az(z® + 1) + ag(@x + 1) + ag(2® — 1) = 0+ 0z + 02° =
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= (27)a; + 22 + ay + xas + as + 2oy — ay = 0+ 0z + 022

Reorganizando, temos que:
(g + az — ay) + (201 + az)z + (ap + ay)2z® = 0+ 0z + 0

Dois polinomios sao iguais se os coeficientes correspondentes dos termos de mesmo grau
forem iguais, sendo assim temos:

042+Oé3—064:0

2a1+a3:0
042+Oé420

Note que, o sistema acima é um sistema linear homogéneo com apenas trés equagoes e
quatro incognitas, ou seja, pelo menos uma incognita vai ser dependente. Assim o sistema
admite mais de uma solucao além da solucao trivial.

Dai podemos afirmar que o conjunto € linearmente dependente.

: . 11 2 1 0 0 01
Exemplo 8.5 Sejam as matrizes A = {O O}’ B = {O O} ,C = [0 2] eD = L O}

pertencentes a My(R). Mostremos que A, B,C' e D sdo linearmente independentes.

Para mostramos que os vetores acima sao de fato LI, tomaremos a sequinte equac¢ao:

oA+ asB + asC + ayD =0 =
a2 o0, o) o]
Do ol T 00 ol "™ o 2| "™ (1 0ol " lo 0

a1 o7 20(2 (6%)) 0 0 0 Qq| 00
;‘[0 0}*[0 o}*[o 2043}*{@4 0]_{0 0}

Dai obtemos o sistema:

o

a1 + 209 =0

a; +oag+as =0 :>{ o] + 209 =0
a4:0 061—1-062:0
203 =0=a3 =0

Subtraindo a sequnda equacgao da primeira, temos que o = 0. Dai, temos que o =
Qg = (g = Oy = 0.
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Exemplo 8.6 Mostremos que os polinomios 1,x, 2% 2* € P3(R) sdo linearmente indepen-
dentes.

Tomemos a sequinte equagao:
2 3 _ 2 3
a1+ asx + asr” + agx” = 04 0z + 0z“ + Ox
Note que, a equagao so vale se oy = g = ag = ay = 0.

Exemplo 8.7 Determine ¢ para que o subconjunto {(3,5¢c,1),(2,0,4),(1,¢,3)} € R? seja
linearmente independente.

Para encontrarmos ¢ onde conjunto seja linearmente independente, tomemos a equagao:

651 (37 567 1) + O{2(2, 07 4) + Oég(l, C, 3) = (07 07 O)

Obtemos o sequinte sistema:

3061+2062+Oé3:0
dcaq 4+ caz =0
Oél—|-4042+3013:0

Para que o conjunto seja linearmente independente, temos que ter ay = g = az = 0,
ou seja, o sistema linear homogéneo acima deve admitir somente a solugao trivial (todos o0s
a;, 1 =1,..,3 iguais a zero). Mas para isso, basta que o determinante da matriz do sistema
seja diferente de 0. Isto é:

3 21
5¢ 0 ¢|#0=2c+20c—30c—12c# 0= —20c #0=c#0
1 4 3

Assim, para ¢ # 0 o conjunto {(3,5¢,1),(2,0,4),(1,¢,3)} € LI e para ¢ = 0 temos que o
conjunto € LD

Exemplo 8.8 O subconjunto {(1,1,0,0),(0,1,0,2),(0,0,1,0),(0,2,—1,4)} de R* € linear-
mente dependente.

De fato, temos que:
0(1,1,0,0) +2(0,1,0,2) — 1(0,0,1,0) = (0,2, —1,4)

Observe que, um dos vetores é combinacao linear dos demais, assim o subconjunto é
linearmente dependente.
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8.3 Exercicios

(1) Mostre que o subconjunto {(1,2,1),(-1,1,2),(0,3,3)} de R3 é linearmente depen-
dente.

(2) Mostre que o subconjunto {(1,2,—1),(2,1,3)} de R? ¢ linearmente independente.
(3) Mostre que o subconjunto {(4,8, —4), (6,12, —6)} de R? é linearmente dependente.

(4) Escreva o vetor ¢ = (1,—2,5) como combinagcao linear dos vetores v; = (1,1,1),03 =
(1,2,3) e vz = (2,—1,1).

(5) Determine o valor de ¢ para que o subconjunto {(1,—2,¢),(3,1,-2),(2,—1,—5)} de
R3 seja linearmente independente.

Determine se os subconjuntos abaixo sao linearmente dependentes ou independentes.
6) W =1{(4,-1,2),(—4,10,2)}.
7Y W ={(-3,0,4),(5,-1,2),(—1,—1,10)}.

(6)
(7)
(8) W = {2 —2? +42% 3+ 62 + 22% — 2°,2 + 10z — 4a?}.
(9) W ={(3,8,7,-3),(1,5,3,-1),(2,—1,2,6),(1,4,0,3)}.
)

(10) W = {6 — 2,1 + x + 42°}.



Maddulo 9: Base e dimensao

Ementa: Definicao e exemplos de base de um espago vetorial; dimensao de um espago
vetorial.

Objetivos: Compreender procedimentos para determinar a base de um espago vetorial.
Saber verificar se um dado conjunto é ou nao uma base de um dado espago vetorial.

Seja V' um espago vetorial. Um conjunto B = {vy,vs,...,v,} C V é uma base do
espaco vetorial V' se:

(i) B é LI;

(ii) B gera V.
Além disso, se V possui uma base com n vetores, dizemos que V' tem dimensao n e indicamos
por dimV = n. O espago vetorial {0} tem dimensao zero.
9.1 Propriedades

e Se B = {v1,vs,...,v,} for base de um espaco vetorial V', entao todo subconjunto de
V' com mais de n vetores é LD;

Duas bases quaisquer de um espaco vetorial V' tém o mesmo nimero de vetores;

Se B = {v1,vs,...,v,} é uma base de um espaco vetorial V', qualquer vetor v € V' se
escreve de maneira Unica como combinagao linear dos vetores de B;

Se W é um subespacgo vetorial de V' entao dimW < dimV e a igualdade s6 ocorre se

W =V;
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9.2 Exemplos
Exemplo 9.1 Mostremos que {(1,0),(0,1)} € uma base do espaco vetorial R?.
De fato, o conjunto {(1,0),(0,1)} € linearmente independente, jd que a equag¢ao
a1(1,0) + a2(0,1) = (0,0)

56 € vdlida para a; = o = 0. Além disso, o conjunto gera todo o R%. Para mostrarmos que
gera, basta mostrarmos que qualquer vetor v = (x,y) € R? pode ser escrito como combinagao

linear de {(1,0),(0,1)}.
(z,y) = 2(1,0) +y(0,1)

Logo, {(1,0),(0,1)} € uma base de R%. E portanto a dimensdo de R? € igual a 2.
Exemplo 9.2 Seja B = {(1,1),(0,1)}. Determine se B é uma base para R

Primeiramente, temos que verificar se o conjunto é LI. Tomando a equacdo

041(1, 1) + 062(0, 1) = (0, 0) =
— o] = 0
a1 + oy = 0
O sistema tem solugdo unica: oy = ag = 0. Logo, B = {(1,1),(0,1)} é LL

Além disso, precisamos verificar se {(1,1),(0,1)} gera todo o R?. Note que, todo vetor
v = (z,y) € R? pode ser escrito como combinacao linear de B.

Assim, {(1,1),(0,1)} € uma base para R
Exemplo 9.3 Seja B = {(2,1),(1,0),(0,1)}. Determine se B é uma base para R2.

Note que, podemos escrever o vetor (2,1) como combinacao linear de (1,0) e (0,1) da
sequinte forma:
(2,1) = 2(1,0) + 1(0, 1)

Portanto, temos que B = {(2,1),(1,0),(0,1)} nao é LI, logo nao pode ser uma base para
R2.

Exemplo 9.4 Seja {1,x —1,2% — 3z + 1}. Verifique se o conjunto é uma base para Py(R).
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Primeiramente, temos que verificar se o conjunto é LI. Tomando a equagao
a(l) + Bz — 1) +y(z* =3z + 1) = 0+ 0z + 02° =

>a+pr—pB+y? -3y +y=0+0x+ 02> =
= (a—B+7)+(B—37)x+72> =0+ 0z + 022,

obtemos o sequinte sistema:

a—F+v=0 a—F+0=0 a=0
f—3y=0 = -30=0 = =0
7=0 v=0 7=0

Como o sistema tem somente a solucdao trivial, concluimos que o conjunto € linearmente
independente.

Além disso, precisamos verificar se {1,z —1,xz* — 3z + 1} gera todo o conjunto Py(R). Note
que, todo polinomio ax® + bx + ¢ € Po(R) pode ser escrito como combinagdo linear de B.

az® +bx +c=a(l)+ Bz —1) +v(2* — 3x + 1).

b=pF~3a  _ [ b+3a=p5  _ [ bt+3a=5
c=a—[0F+a c=a—-LF+a c=a—(b+3a)+a

Temos c=a—b—3a+a= a=c+b—2a, coma,b,ceR. Logo, {1,x —1,2°> =3z + 1} €
uma base para R?. E dim Py(R) = 3.

Exemplo 9.5 Seja B = { {_1 1] , [1 1] , [O 0] , [O 0] } Determine se B é uma base

0O 0|0 O0f’f1 0]"|0 1
para Ms(R).

Primeiramente, temos que verificar se o conjunto ¢ LI. Tomando a equacdo

—1 1] [ foo), fo0] _[oo0
o o T 0 ol T ol T ™o 1] " |o o]’

obtemos o sequinte sistema:

—Oél+062:0

a]+as =0 g = «

1 2 :>{ 2 1

Qg = ap = —Qg
0[420
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Note que, o sistema so tem solugao quando oy = ag = ag = aq = 0. Logo, o conjunto B é
linearmente independente.

Além disso,
a b] _b—af-1 1] atb[1 1] o 0], [0 0
cd "2 [0 o2 oo 1o 0 1]
logo B gera My(R). Portanto B € base de Msy(R) e dim My(R) = 4.

Exemplo 9.6 Seja B = {(1,2,1),(1,3,0),(0,1,—1)}. Determine se B é uma base para R3.

Note que, podemos escrever o vetor (0,1, —1) como combinagdo linear de (1,2,1) e (1,3,0)
da sequinte forma:

(0,1,-1) = 1(1,3,0) — 1(1,2,1)

Portanto, temos que B = {(1,2,1),(1,3,0),(0,1,—1)} € linearmente dependente, logo ndao
pode ser uma base para R3.

Exemplo 9.7 Seja B = {(0,1,2),(1,1,1),(0,2,0),(2,5,4)}. Determine se B é uma base
para R3.

Note que, podemos escrever o vetor (2,5,4) como combinagao linear de (1,1,1),(0,1,2) e (0,2,0)
da sequinte forma
1(0,1,2) +2(1,1,1) + 1(0,2,0) = (2,5, 4).

Portanto, temos que B = {(0,1,2),(1,1,1),(0,2,0),(2,5,4)} € linearmente dependente.
Logo, nao pode ser uma base para R3.

Exemplo 9.8 {1,z,2% ...,2"} é uma base para o espago vetorial dos polinémios de grau
menor ou iqual a n, P,(R), conhecida como base canénica de P,(R).

E de fato, o conjunto {1,z,z?, ...,x"} € linearmente independente uma vez que vale a
equacao:
ar + asx + asz? + ...+ ™ = 0+ 0z + 022 + ... + 02"

somente quando oy = g = ... = o, = 0, pois dois polinomios so sao iguais se todos os
coeficientes correspondentes sao 1guais.

Também verifica-se que {1,x,22, ..., 2™} gera todo o espaco de polindmios de grau menor
ou igual que n, uma vez que qualquer p(x) € P,(R) pode ser escrito como: Bi + Box + 3% +
o+ Bua™. Logo, {1,z,2% ...,2"} € uma base de P,(R). Além disso, dimP,(R) =n + 1.
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9.3 Exercicios
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Determine quais dos seguintes subconjuntos formam uma base para os determinados espagos

vetoriais.
(1) S={(1,1,1),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} C R3.
(2) S={22>+z— 4,22 — 3z + 1} C P(R).

(3) S ={(1,0,—1),(1,1,1),(0,0,0)} C R3.

wa-{[ &[5 9% 2

oo (B TR YLD

} } C My(R).
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Moédulo 10: Transformacoes lineares - Parte |

Ementa: Definicao e exemplos de transformacoes lineares; ntucleo e imagem de uma
transformacao linear; teorema do nicleo e da imagem; isomorfismo.

Objetivos: Aprender a provar que uma dada aplicacdo é uma transformagao linear e
calcular seu nicleo e imagem. Entender como se usa o teorema do nicleo e da imagem
em demonstracoes.

Sejam U e V espacos vetoriais. Uma transformacao linear de U em V' é uma aplicagao
T : U — V satisfazendo:

(i) T(uy 4+ uz) = T(uy) + T(uz), para quaisquer uy, us € U;

(ii)) T'(au) = aT'(u), para quaisquer u € U e a € R.

Exemplo 10.1 A fun¢io T : R — R, dada por T'(x) = 10z, € uma transformagao linear?
Solugao: Vamos verificar se satisfaz (1) e (i1). De fato, se x1,x9 € a € R, teremos que:

(i) T(xq + x3) = 10(x1 + x2) = 1021 + 1029 = T'(x1) + T(22)
(i1) T(ax,) = 10ax; = alOx; = aT'(z1)
.. T é uma transformacao linear de R em R.

Exemplo 10.2 Verifique se a funcio T : R*> — R, dada por T(x,y) = x +y € uma trans-
formacao linear.

Solugao: Para tal, deve satisfazer (i) e (ii).

Dados uy = (z1,y1) € R?, uy = (12,12) € R? e a € R, teremos que:

(1) T(u+uz) = T(x1+x9, y1+y2) = x1+2T2+y1+Y2 = (x1+y1) + (22 +y2) = T'(u1)+T (ug)

64
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(11) T(auy) = T(a(x1,y1)) = T(azy, ayy) = axy + ayy = a(x; + y1) = aT'(uq)

T é uma transformacdo linear de R? em R.

Exemplo 10.3 Seja a aplicagio T : R?* — R? dada por T(x,y, 2) = (v —y,y — 2), verifique
se € uma transformacao linear.
Solucao: Vamos verificar se satisfaz (i) e (it). De fato, se uy = (x1,%1,21) € R?, up =
(72,92, 22) € R? e a € R, entado:

(1) T(uy+ug) = T (21 +22, 1 +Y2, 21+22) = (T1+T2— (Y1 +Y2), Y1 +y2— (21 +22)) = (21—
Y1)+ (xa—y2), (Y1 —21)+ (Y2 —22)) = (@1 —y1, 11 —21) + (T2 —y2, Yo — 22) = T(u1) +T (u2)

(ii) T(aul) T<a(13173/1721)) = T(axhayl;azl) = (al’l — ayi,ayr — aZl) = (a<$1 -
Y1), a(yr — 21)) = a(x1 —y1,y1 — 21) = aT'(wy)

. T ¢é uma transformacao linear de R® em R?.

Se T': U — V é uma transformacao linear entre os espacos vetoriais U e V', o niicleo
de T, denotado aqui por N(T'), é o conjunto de vetores de U que sao levados, por 7', no
vetor nulo de V, isto é,

N(T)={ueU: T(u) =0}

O conjunto N(7') assim defnido é um subespago vetorial de U. Lembramos que uma aplicagao
T é injetiva se sempre que tivermos T'(u;) = T'(us) entdo u; = uy. No caso das transformagoes
lineares, ainda temos que, dada uma transformacao linear 7', vale o seguinte resultado:

T éinjetiva < N(T)={0}.

A imagem de uma transformacao linear T': U — V entre os espacos vetoriais U e V é
o conjunto

Im(T)=TWU)={T(u)eV: ueU}.

O conjunto Im(7T) é um subespago vetorial de V. E lembramos que T é sobrejetiva se

Im(T)=V.

Exemplo 10.4 Determine o nicleo e a imagem da transformacao linear, T : R*> — R3 dada
por T(z,y) = (z +y,z,2y).

Solucao:

No miicleo da transformacao estdao todos os elementos do R? que sdo transformados no ele-
mento neutro do R? pela transformacao T, ou seja:

T(x,y) = (x+y,x,2y) = (0,0,0)

r+y=0 =0
x=0 @{ :0
2u=20 v=
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Assim, N(T') = {(0,0)} e T ¢ injetiva.
Um elemento do contradominio R® pertence a imagem de T se for da forma:
(x+y,x,2y) = (x,2,0) + (y,0,2y) = z(1,1,0) + y(1,0,2)
Logo, Im(T) =(1,1,0),(1,0,2)].

Exemplo 10.5 Seja a aplicagio T : R* — R? dada por T(x,y,2) = (v —y — 2,22 — x).
Determine o nicleo, a imagem e verifique se a transformacao linear € injetiva ou sobrejetiva.
Solucgao:

No niicleo da transformacdo estio todos os elementos do R3 que sdo transformados no ele-
mento neutro do R? pela transformacao T, ou seja:

T(z,y,2) = (x —y— 2,22 —x) = (0,0)
r—y—2z2=0
2z —x =0

Da sequnda equagaodo do sistema, obtemos a varidvel x:

—x =221 =22
Substituindo o valor de x na primeira equagao, teremos que:

22—y—z2=0&2—y=0 —y=—2&y==2

Assim, o nicleo da transformagao linear é N(T) = {(2z,2,2);z € R}, portanto nao é
mjetiva.
Um elemento do contra-dominio R? pertence a imagem de T se for da forma:

Logo, temos que Im(T) = [(1,—1),(—=1,0)(—1,2)]. Vamos escalonar esses geradores da ima-
gem como linhas de uma matriz, para obtermos uma base para a mesma:

1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
—1 0 LQ%LQ—i—Ll_} 0 —1 L3—>L3+L1_> 0 —1 Lg—)Lg-FLg_> 0 —1
-1 2 -1 2 0 1 0 0

~{(1,-1),(0,—1)} é uma base para Im(T) e a dim(Im(T)) = 2 = dim(R?). Como Im(T)
¢ um subespaco do R* e tem a mesma dimensdio que R?, concluimos que Im(T) = R%. Logo
a transformacao linear € sobrejetiva.

Teorema 10.1 (Teorema do niicleo e da imagem) SejaT : U — V uma transformagao
linear, onde U tem dimensao finita. Entao

dimU = dimN(T) + dimIm(T).
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Do teorema acima, segue que, se T' : U — V é uma transformacao linear entre dois
espagos vetoriais de dimensao finita e dim U = dim V' entao para mostrar que 1" é bijetiva,
basta mostrar apenas que 1" é injetiva ou sobrejetiva, isto é, neste caso

T ¢ bijetiva & T éinjetiva < T ¢é sobrejetiva.

Uma transformacao linear bijetiva é chamada isomorfismo. Dois espacos vetoriais que
possuem um isomorfismo entre eles sao ditos isomorfos.

Exemplo 10.6 Considere a transformagao linear: T : R? — R? dada por T(z,y) = (2z,x+
y). Verifique se T € bijetiva.
Solucgao:
Primeiro vamos verificar se T € injetiva. Desta forma, um elemento (z,y) € R? estd no
nicleo se:

T(%,y) = (2.73,1’ + y) = (O? 0)

20 =10 el T= 0
r+y=0 =0
Assim, N(T') = {(0,0)} e T ¢ injetiva.

Para verificar se T' € sobrejetiva, poderemos utilizar o teorema do nicleo e da imagem. Como
dim(N(T)) =0 e dim(R?) = 2, teremos que:

2=0+dimIm(T) < dimIm(T) = 2

Como a dimIm(T) = dim(R?), temos que T é sobrejetiva.
. T € ingetiva e sobrejetiva, logo T" € bijetiva.

Exemplo 10.7 Mostre que a transformagdo linear: T : R®> — R?® dada por T(z,y,z) =
(x — 2y, z,x +y) € um isomorfismo.

Solucao:

No niicleo da transformacao estio todos os elementos do R3 que sdo transformados no ele-
mento neutro do R? pela transformacao T, ou seja:

T(xay)z) = (I’— 2y727x+y) - (07070)

r—2y=0
z=0
r+y=0

Utilizando o método de Guass, para a resolucdo do sistema:

1 =20 : 0 1 =20 0 1 =20 0
0 0 1 :0|Lls—=>Ls—Lis|0 0 1 :0|s3sLley|0 3 0°:0
1 1 0 :0 0 3 0 :0 0 0 1 :0
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1 =2 0 : 0 100 :0
Lyeily |0 1 0 0|Li—Li+2-Ley|0 10 : 0
0 0 1 :0 001 :0
Assim, temos que:
x=0
y=0
z=0

Logo, N(T') ={(0,0,0)} e T € injetiva.
Para verificar se T' € sobrejetiva, poderemos utilizar o teorema do nicleo e da imagem. Como
dim(N(T)) =0 e dim(R®) = 3, teremos que:

3=0+dimIm(T) < dimIm(T) =3

Como Im(T) = R?, temos que T € sobrejetiva.
T € injetiva e sobrejetiva, logo T € isomorfismo.

10.1 Exercicios

(1) Entre as fungoes dadas abaixo, verifique quais sao transformagoes lineares.
(@) T:R* 5 R T(x,y,w,2) = (x —y+w+ 2,2+ 2w— 2z, +y + 3w — 3z2);
(b) T:R?> = R? T(x,y) = (2 y);

(2) Dada uma transformagao linear 7" tal que T'(u) = 5u e T'(v) = u—wv, calcule em funcao
de u e v:

(3) Considere a aplicacao T : R? — R3 definida por T'(z,y) = (y + kx,y + k, z). Verifique
em que casos T é linear: k =y, k=0,k=1k = x.

(4) Determine n e m e a transformagao linear 7' : R" — R™ tal que:

(a) T(1,1,1) = (1,2),T(1,1,0) = (2,3) e T(1,0,0) = (3,4):
(b) T(1,0,1) = (1,1,0),7(0,1,0) = (1,0,—1),7(0,1,1) = (0,0, 1)

(5) Seja a transformagao linear T : R* — R? tal que T'(—2,3) = (—1,0,1) e T(1,-2) =
(0,-1,0).
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(a) Determine T'(z,y);
(b) Determine N(T') e Im(T);

(c) T é injetiva? E sobrejetiva?

(6) Encontre uma transformacao linear T : R® — R? cujo ntcleo seja gerado por (1,2,1)
e (1,1,0).

(7) Encontre uma transformacao linear T : R?* — R3 cuja imagem seja gerada por (1,2,3)
e (0,1,1).

(8) Seja T': U — R® uma transformagao linear.
(a) Se T é sobrejetiva e dimN(T) = 2, qual é a dim(U)?;
(b) Se T ¢ injetiva e sobrejetiva, qual é a dim(U)?

(9) Verifique se a transformagao linear T : R?* — R?, definida por T'(x,y) = (z — 2y, +v)
é isomorfismo.

(10) Considere os operadores lineares do R? definidos por T'(z,y, 2) = (v —3y —2z,y—4z, 2)
eT(z,y,2) = (r—y—2z,—x+2y+z,x — 3z). Verifique quais dos operadores lineares
sao isomorfismos.
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Modulo 11: Transformacoes lineares - Parte |l

Ementa: Matriz de uma transformacao linear; operacoes com transformacoes lineares;
operadores lineares.

Objetivos: Determinar a matriz de uma transformacao linear e utiliza-la na resolugao
de problemas envolvendo transformacdes lineares.

11.1 Transformacoes lineares e matrizes

Se U e V sao espagos vetoriais de dimensao finita e fixarmos bases para estes espagos, entao
uma transformacao linear T : U — V pode ser representada por uma matriz. Vejamos como
determinar tal matriz.

Sejam U e V espacos vetoriais de dimensoes n e m respectivamente e T : U — V uma
transformagao linear. Fixemos o = {uy,us,...,u,} base de U e 5 = {vy,vq,...,0,} base
de V. Como 3 ¢ base de V, para cada u; € o podemos determinar a;;, com 1 <7 < m e
1 <5 <n tais que

T(uj) = a1v1 + - .. + QU

Assim, para u = kjuy + kaus + . .. + k,u,, teriamos
T(u) = ki(a11v1 + ... + @m1Vm) + - .. + kn(a1,v1 + - oo+ QmnUm)-
E dai as coordenadas de T'(u) na base ( seriam dadas por

aukl + (112]{32 + ...+ alnk:n a1 a1 ... A1y ]{?1
[T'(u)]p = : = « | | =105
amlkl + am2k2 +...+ amnkn Am1 Am2 .- amnkn kn

70
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onde a matriz
a1 a2 e A1p

Aml  Wma - Gmnkn

representa 1" em relagao as bases a e 3, e é chamada matriz de T nas bases a e .

Exemplo 11.1 Seja a aplicagio T : R* — R?, dada por T(x,y) = (2 —y,x). Determine a
matriz da transformacao, considerando a base canonica.

Solugao: A base canonica de R? é {ey,es}, onde e = (1,0) e es = (0,1). Aplicando a
transformacdo em ey e eg, temos:

T(1,0) = (2,1) =2-e;+1-¢

T(0,1) =(-=1,0) =(=1)-e1 +0- e

A matriz da transformacao, [T), serd uma matriz do tipo 2 X 2 cujas colunas sao as coorde-
nadas de T'(e;) na base canéninca

2 —1
m={3 7]
Exemplo 11.2 Seja a aplicagao T : R* — R3, dada por T(x,y) = 2z — y, v — 2y, + 2y).
Determine a matriz da transformagdo [T13, com o = {(1,0),(1,1)} base do R*> e =

{(1,0,0),(0,1,1),(0,0,1)} base do R3.

Solugao: Aplicando a transformacgao na base do dominio, teremos que:
T(1,0) =(2,1,1)

T(1,1) = (1,-1,3)

Escrevendo as imagens dos elementos da base o, pela transformagao linear T, como com-
binacao linear dos elementos da base (:

(27 17 1) = all(la Oa O) + (121(0, 1a 1) + a31(07 07 1) - (CL11, 21, A21 + CL31)

aj; =2 aj; =2 ay; =2 aj; =2
as =1 = o1 = 1 = CL21:1 =4 CL21:1
ag +as; =1 az; =1 —ay azp =1-—1 ag; =0

Assim, o vetor na base (3, serd [(2,1,1)]s = (2,1,0).

(1,-1,3) = a12(1,0,0) + a22(0,1,1) 4+ a32(0,0,1) = (a2, ass, ass + ass)
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app =1 ap =1 ap =1 aip =1
Qg = —1 = Qoo = —1 -~ Qg = —1 ~ gy = —1
Ao + agx = 3 azy = 3 — azp; =3 —(—1) aszy = 4

Assim, o vetor na base (3, serd [(1,—1,3)]s = (1,—1,4). Desta forma, a matriz da trans-
formacao é

2 1
g =11 -1
0 4

Exemplo 11.3 Sabendo que a matriz de uma transformacao linear T : R? — R3 nas bases

a={(1,0),(0,1)} doR% ¢ 8 ={(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0)} do R3 ¢

2 1
T =| -1 1
0 0

Encontre a expressao T(x,y).

Solucao: Pela definicao da matriz de uma transformacao linear, sabemos que:
T(1,0)=2-(1,0,1)—1-(0,1,1)+0-(1,1,0) = (2,—1,1)
70,1)=1-(1,0,1)+1-(0,1,1)+0-(1,1,0) = (1,1,2)

Contudo, todo elemento do R? poderd ser escrito de modo inico, como:
(x,y) = z(1,0) + y(0,1).
Aplicando a transformagao, teremos:
T(x,y)=x-T(1,0)+y-T(0,1) & T(z,y) = x(2,—1,1)+y(1,1,2) = 2z+y, —z+y,z+2y)
ST(xy)= 2 +y,—x+y,x+ 2y)
Exemplo 11.4 Seja T : R? — R? uma transformacdo linear com matriz:

=] 4 5 o

Determine a aplicagao T(x,y), tal que a seja a base canénica de R3 e 3 a base canénica do
R2

Solucao:

Como as bases sdo as canonicas, pela definicio da matriz de uma transformacao linear,
temos:

T(1,0,0) = (1, —4)
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T(0,1,0) = (2,2)
T(0,0,1) = (3, —5)

Assim
(z,y,2) =x(1,0,0) +y(0,1,0) 4+ 2(0,0,1)

T(x,y,z)=x-T(1,0,0)+y-7(0,1,0) 4+ z-7(0,0,1)
ST (xy,2) = (v + 2y — 3z, —4x + 2y + 52)

11.2 Operacoes com transformacoes lineares

Sejam T : U — V e S : U — V transformagoes lineares. A soma de T e S é uma nova
transformacao linear definida, para todo u € U, por

(T + S)(u) =T(u) + S(u).

E dado k € R, o produto de k por T é a transformacao linear definida, para todo u € U,
por
(kT)(u) = kT(u).

Se U e V sao espacos vetoriais de dimensao finita, a é base de U e  é base de V' entao
[T+ S =[T|5+[S]5 e
[KT5 = K[TT5,
com k € R.

Exemplo 11.5 Sejam as transformacoes lineares Ty : R? — R3 dada por Ti(x,y) = (v —
y,2x+y, —2z) e Ty : R? — R3 dada por Ty(z,y) = (2r—y,x—3y,y). Determine as sequintes
transformacoes lineares de R? em R3:

1. Ta = Tl — TQ;
2. Ty = 3T — 2T5.

Solucao:
E importante notar que tanto Ty, como Ty, sao transformacoes lineares de R? em R3, logo:

1. Ty(z,y) = (v —y,20 +y, —2z) — 2z —y,x — 3y,y) = (—x,x + 4y, -2z — y)
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Ti(z,y) = 3(z — y, 22 +y, —22) — 2(22 — y, = — 3y, y)
= (3x — 3y, 6z + 3y, —62) — (4x — 2y, 2x — 6y, 2y)
= (—x —y, 4z + 9y, —6x — 2y)

Exemplo 11.6 Sabendo que Ty : R — R3 e Ty : R — R3 sdo transformagoes lineares e
que suas matrizes em relacao a base canénica de R® sao:

1 00 0 00
ml=10 2 0|:m=]00 0
0 01 0 01
Determine [Ty + 2 - Ty).
Solucao:
1 00 0 00 1 00
+T]=]020|+2-|o0o0|=]020
001 001 00 3

11.3 Operadores lineares

Quando a transformacao linear é de um espago V' nele mesmo a chamamos de operador
linear.

Exemplo 11.7 Verifique se a aplicagao T : R* — R? dada por T(x,y) = (3x + 2y, 2z + 5y),
¢ uma transformacao linear e consequentemente um operador linear.

Solugao: Para a transfromacao ser linear, ela deve satisfazer duas condigoes, na qual
verificamos abaizo. Dado, uy = (z1,y1) € R%, uy = (12,72) € R? e a € R, teremos que:

(i) T(uy 4+ ug) = T(x1 + 22,91 + y2) = (321 + 3z2 + 2y1 + 2y9, 271 + 235 + Hy; + DY) =
(31 + 2y1, 221 + By1) + (32 + 2y2, 229 + Sy2) = T'(ur) + T'(u2)

(11) T'(aur) = T(a(z1,v1)) = T(axq, ayr) = (3ax1 + 2ay1, 2axq + day,) =
a(3xy + 2y1, 221 + 5y1) = aT'(uy)

. T é uma transformacao linear de R? em R2, logo um operador linear em R?. Além disso,
essa transformagao se classifica como wm operador linear simétrico, ou seja, ([T]5)" = [T]s.

Dado um espago vetorial V' de dimensao finita e escolhidas duas bases de V', digamos «
e 3, temos uma relagao entre as matrizes que dao as coordenadas de um vetor v € V' nessas
duas bases. Basta utilizarmos o operador linear identidade I, : V' — V' dado por Iy (v) = v.
Assim, temos
[Wlp = V5 - [V]a;
onde chamamos a matriz [Iy]§ de matriz mudanga de base de a para f3.
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Exemplo 11.8 Considere as bases ordenadas de R, o = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e
g =A{(1,2,-1),(1,-2,0),(1,1,—1)}. Assim, determine:
1. A matriz mudanga de base de B para o, [M]?;

[e%

2. As coordenadas de v com relagio a base «, tal que o elemento v = (6,2, —7) € R? tem
a sequinte matriz de coordenadas com relacdo a base [3:

6

vlg=| 2
7

Solucao:
1. Escrevendo os elementos da base 3 como combinacao linear dos elementos da base a:
(1, 2, —1) = (111(1, O, O) + agl(O, 1, O) + a31(0, 0, 1) = (an, asy, CL31)

(17 -2, 0) = a12(1; 0, O) + G22(07 1, 0) + a32(0, 0, 1) = (alz, 22, a32)
(1,1,—-1) = a13(1,0,0) + a23(0,1,0) + as3(0,0,1) = (a3, ass, ass)

Logo, a matriz mudanca de base de 8 para o, serd:

a11 a1z ais 1 1 1
[M]g = g1 Q922 G923 = 2 —2 1
as1 Q32 Qass -1 0 -1

2. Pela definicao, temos que:

Logo
11 1 6 1
Vo = 2 -2 1 . 2 =11
-1 0 -1 —7 1

11.4 Exercicios

(1) Determine a matriz da transformacao de cada uma das seguintes transformagoes line-
ares:

(a) T:R* = R3eT(z,y,2) = (22 —y,0,y+ z), considerando a base canonica do R?;

(b) T :R?* — R?*dadapor T(z,y,2) = (2z+y—=z, z+2y), com a = {(1,0,0), (2, —1,0),(0,1,1)}
base do R* e 8 = {(—1,1),(0,1)} base do R?.
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(2) Seja T : R® — R?® dada por T(z,y,2) = (2x — y,2y — 2,32) e considere as bases
a=1{(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} e 5 = {(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)}. Determine:

(3) Seja T : R® — R? tal que:
W [ 10 1
5 = { 111 }
Sendo a = {(0,1,1),(1,0,0),(1,0,1)} e 8 = {(—1,0),(0,—1)} bases do R? e do R?,
respectivamente. Encontre a expressao de T'(x,y, z).

(4) SejaT : R* — R3 um operador linear tal que 7'(1,0,1) = (1,1,0), 7(0,1,0) = (1,0, —1)
e T(0,1,1) = (0,0, 1).

(a) Determine T'(x,y, 2);

(b) Determine a matriz de transformagao com respeito a base canonica de R?.

(5) Seja T : R? — R? a transformagao linear que na base canonica de R? é representada
por
3 2
i

(6) Sejam S e T operadores lineares de R? definidos por S(z,y) = (v — 2y,y) e T(x,y) =
(2z, —y). Determinar:

Calcule T'(z,y).

(a) S+T;
(b) T'—5;
(c) 25 +4T.

(7) Sabendo que S,T: R3 — R3, e que suas matrizes de transformacao linear em relacao a
base canonica de R? sejam:

Determine [S —5-T7.

(8) Considere as bases o = {(1,0),(0,1)} e 8 = {(1,1),(0,1)} para R?. Encontre a matriz
mudanca de base de  para «.
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(9) Considere a matriz de mudanga da base 3 para o de R3.

)
sy
Il
o= O
|
—_

Determine a matriz de coordenadas de v com relacao a base «.

(10) Seja T : R? — R3 um operador linear tal que T'(z,y,2) = (r —y, 2 +2y — 2,y — 2). De-
termine [T]3, sendo a = {(1,0,0), (0,1, 1), (1,0, 1)} e 8 = {(1,0, 1), (0,1, 1), (0,0, 1)}.
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Maddulo 12: Autovalores e autovetores

Ementa: Autovalores e autovetores; polindmio caracteristico; diagonalizacdo de opera-
dores.

Objetivos: Calcular os autovalores e autovetores de um operador linear dado e compre-
ender a utilizagao destes na diagonalizacao de operadores.

Dado um operador linear 7' : V' — V', dizemos que ¢ € R é um autovalor de T se existir
um vetor nao nulo v € V tal que T'(v) = cv. O vetor v, neste caso, é chamado autovetor
de T associado a c.

O subespaco vetorial de V' definido por
A.={veV: T()=cv}
é chamado autoespacgo de T associado a c.

Exemplo 12.1 O operador R* — R? definido por T(x,y) = (—x,y + 2z) € tal que todo
vetor v = (z,—x) € R%, com x # 0, é um autovetor de T associado ao autovalor ¢ = —1.

Exemplo 12.2 O operador linear T : R — R3 dado por T(x,y, z) = (z,y,0), tem ¢; = 1
como autovalor de T, cujos autovetores associados sio da forma vy = (x,y,0) € R3, com
2?2 +y? # 0. Outro autovalor de T € c; = 0, com os autovetores associados da forma

ce = (0,0,2) € R3, com z # 0.

Se dimV = n e T possui n autovalores distintos, entao V' possui uma base formada por
autovetores de T

Exemplo 12.3 O operador R® — R? definido por T(x,y,2) = (22,2 + 2,y — 22) tem 3 au-
tovalores distintos e 3 é justamente igual a dimensao do espago: ¢ = 1,c0 = —1 e c3 = —2.
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Os autovetores associados a esses autovalores, serao respectivamente:
2(2,3,1), comz €R ez #0;

2(=2,1,1), comz e R ez #0;

2(—=1,0,1), comz € R e z # 0.

Nesse caso, existe uma base 8 do R® formada por autovetores de T':

5 = {U17U27U3} = {(2737 1)a (_Qa 1, 1)7 (_1707 1)}

12.1 Polinomio caracteristico

Sejam T' : V' — V um operador linear sobre o espago vetorial de dimensao finita V', com
dimV = n e a uma base de V. Chamaremos de polinémio caracteristico de T" o polinomio
definido por

pr(x) = det(xI, — [T]S).

Assim, ¢ € R é um autovalor de T se, e somente se, ¢ é uma raiz de p,(z), isto é, se pr(c) = 0.

Exemplo 12.4 Encontre o polinémio caracteristico e os autovalores da aplicacdo T : R? —
R? definido por T(x,y) = (3x, 3y).

Solucao:
Sendo o, base canénica do R?, teremos que a matriz da transformacdo da aplicagcio T, serd:
3 0
Assim, podemos obter o polinominio caracteristico da transformacao T, por meio da de-
finicao:
10 30 x 0 30
i =ancate === [ 9] = |35 ]|=|[5 2] 53]
xr—3 0
0 I_g‘—(.7:—3)-(1’—3)—0—(:1:—3)-(33—3)

sopr(x) = (x—3) - (x —3).
Os autovalores da transformacgao, poderao ser obtidos por meio de pp(c) = 0. Assim:

pr(c)=(c—=3) - (c=3)=0

c—3=0&c =3
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c—3=0&c=3

c.cp = ¢y = 3 € autovalor de T'.

Exemplo 12.5 Considere o operador linear T : R* — R? definido por T(x,y,z) = (5z —

6y — 6z, —x+4y+2z,3x — 6y —4z2), determine seu polinémio carcateristico e suas respectivas
raizes.

Solucao:
Sendo « base canénica do R3, teremos que a matriz da transformacdo da aplicacao T', serd:

5 —6 —6
o= -1 4 2
3 —6 —4

Assim, podemos obter o polinominio caracteristico da transformacgao T, por meio da de-
finicdo:

1 00 5 —6 —6
pr(x) =det(zl, —[T])=|z- |0 1 0| — | -1 4 2
0 01 3 —6 —4

r 0 0 5 —6 —6

= 0Oz 0| —| -1 4 2

0 0 =z 3 —6 —4

r—95 6 6

-3 6 r+4

=(x—5)-(x—4)-(x+4)+36+36— (—18(x —4) — 12(x — 5) + 6(x + 4))
=2 -5 +8r—4=(r—1) (v —2)°

sopr(z) = (x—1) - (x — 2)2.
As raizes de pr(x), poderdo ser obtidos por meio de pr(c) = 0. Assim:
pric) =(c—=1)-(c—=2)*=0
c—1=0&c =1
(c—2P=0&cy=2
Exemplo 12.6 Encontre o polinémio caracteristico e os autovalores do operador T : R? —

R?, definido por T(z,y) = (x +y,x — ).
Solucao:
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Sendo a a base canonica do R?, teremos que a matriz da transformacdio de T serd:

m-15 4

Assim, podemos obter o polinomio caracteristico da transformacao T por meio da defini¢ao:
| rop (11

o1 1 -1

B z 0 |1 1

|0 =z 1 -1

r—1 -1
-1 x+1

=xz-1)-(x4+1)—1

=2 —1-1=2%-2

pr(x) = det(xl, — [T]) =

o pr(z) = 2% — 2 e o0s autovalores da transformacdo, poderdo ser obtidos por meio de
pr(c) = 0. Assim,

pr(c)=c*—2=0

F=2ac==+V2

e =V2c=—V2
e = \/5; ce = —\/2 sdo autovalores de T.

12.2 Diagonalizacao de operadores

Um operador linear sobre um espaco vetorial V' de dimensao finita é diagonalizavel se for
possivel representa-lo por uma matriz diagonal em alguma base de V.

O operador linear 7' : V' — V possui uma base « tal que a matriz [T]% é diagonal se, e
somente se, essa base « for formada por autovetores de T'.

Exemplo 12.7 Seja o operador linear T : R?* — R? dado por T(x,y) = (y,x). Determine

o polinomio caracteristico, autovalores, autovetores e a matriz diagonal, caso exista, da
transformacao T

Solucao:
Sendo o, base canénica do R?, teremos que a matriz da transformacao da transformacdio T
em relacdo a base «, serd:
01
T =
=1 5]
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Assim, podemos obter o polinomio caracteristico da transformagao T por meio da defini¢cao:

ORI B N R A S B

~opr(z) = 22 — 1 e os autovalores da transformacao poderdo ser obtidos por meio de
pr(c) = 0. Assim,

r —1
-1 z |

pric)=c—-1=0
F=1ac=+V1
cp=1;c0=—-1

c.c1=1ecy=—1, sao autovalores de T
Agora, determinaremos os autovetores. Logo, para ¢, = 1, teremos que:

Tw)=cvsT(x,y) =c(x,y) < (y,z) =1(z,y) x=y

Assim, os autovetores de T associados a c¢; sdo da forma: vy = (x,z) = x(1,1). Para
co = —1, teremos que:

Tw)=cv & T(r,y) =cx,y) & (y,2) = —-1(z,y) ©y=—x

Assim, os autovetores de T associados a ¢y sao da forma: ve = (x, —x) = x(1, —1).
Note que a dim(R?) = 2 e os autovetores vi e vy sdo linearmente independentes. Entdo
teremos uma base 3, para o R?, formada por esses autovetores do operador T':

B = {(17 1)7 (17 _1)}

Escrevendo as imagens dos elementos da base (8, pela transformacao T, como combinag¢ao
linear dos elementos de (3, teremos:

T(1,1) = (1,1) = 1(1,1) + 0(1, —1)

T(1,-1) = (=1,1) = 0(1,1) — 1(1, 1)

.. A matriz diagonal que representa T, com relacdo a base B é:

=g O ]

Exemplo 12.8 Considere o operador T : R® — R3 dado por T(z,y,z) = (z +vy,—Yy,2) e a
base candnica B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} do R3. Se possivel, determine:

1. Polinomio caracteristico de T';

2. Autovalores;
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3. Autovetores;
4. Matriz de diagonalizagao.
Solugcao

1. Teremos que a matriz da transformacgao da aplicagao T em relagao a base B, serd:

1 1 0
T]=]0 -1 0
0 0 1

Portanto, o polinomio caracteristico de T', serad:

1 00 1 1 0
pr(z) =det(zl, —[T])=|z- |0 1 0| —-1]0 —1 0
0 01 0 0 1
z 0 0 1 0
= 0Oz 0|—-10 -120
0 0 x 0 0 1
r—1 -1 0
= 0 x+1 0
0 0 z-1

cpr(@)=(@—1)-(@+1)-(z-1)=(@-1) (z+1).
2. Os autovalores da transformagdo, poderao ser obtidos por meio de pr(c) = 0. Assim,
pr(c)=(c—1)2-(c+1)=0
(c—1)P2=0&c=1
c+1=0&c=-1

Note que o autovalor ¢, = 1, tem multiplicidade algébrica igual a 2, e o autovalor
co = —1 tem multiplicidade algébrica igual a 1.

3. Para ¢y =1, teremos que:

Tw)=cvsT(x,y,2)=clr,y z2) < (x+y, —y,2)=1(z,y,z)

r+y==zx
g Y=Y

z=2z

T=x
&< y=0
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Logo, os autovetores de T associados a ¢ sao da forma:
v; = (2,0,2) = x(1,0,0) + 2(0,0,1)
Para co = —1, teremos que:

Tw)=cv s T(z,y,2) =clr,y,2) < (z+y,—y,2) = —1(x,y, 2)

r+y=—x

g Y=Y
z=—z
y=—2x
ﬁ{ z=10

Logo, os autovetores de T' associados a co sao da forma:

ve = (x,—22,0) = z(1,-2,0)

4. Note que a dim(R3) = 3 e os vetores que geram os autovetores de T' sao linearmente in-
dependentes. Dai, teremos uma base o para o R?, formada por autovetores do operador
T:

a=1{(1,0,0),(0,0,1),(1,-2,0)}

Escrevendo as imagens dos elementos da base «, pela transformacao T, como com-
binacao linear dos elementos de «, teremos:

T(L 07 0) = 1(1a 07 O) + 0(07 07 1) + 0(17 _27 0) = (17 Oa O)
7(0,0,1) =0(1,0,0) + 1(0,0,1) + 0(1,—2,0) = (0,0, 1)
T(1,-2,0) =0(1,0,0) + 0(0,0,1) — 1(1,-2,0) = (—1,2,0)
Portanto, a matriz diagonal que representa T, com relagao a base o é:
10 0
Tla=10 1 0
0 0 —1

12.3 Exercicios

(1) Calcule os autovalores das seguintes matrizes:
3 -1 =3

2 =3 |;
0 0 -1
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1 3
(b)T*-_l 5:|7
[1 -1 0
(¢c) T=|2 3 2|;
_1 1 2
21
(d)T__?) 4}

(3) Seja a aplicagao T : R*? — R? definida por T'(z,y) = (x + y,z + y), determine seu
polinémio carcateristico e suas respectivas raizes.

(4) Seja T : R?*> — R? a transformacao linear definida por T(z,y) = (z + 2y,2z + y).
Considere os vetores vy = (2,1),v9 = (—1,1),v3 = (2,3) e v4 = (4,4), identifique os
que sao autovetores de T' e determine seus autovalores.

(5) Determine o polinomio caracteristico, autovalores e autovetores das seguintes trans-
formagoes:

(a) T:R? - R? T(x,y) = (v + 2y, —x + 4y);
(b) T+ R® = RS, T(z,y,2) = (z +y+ 2,2y + 2,29 + 32);
(c) T:R* = R T(x,y) = 2z + 2y, x + 3y).
(6) Seja T : R*? — R? a transformagao linear definida por T'(z,y) = (x + 2y, 3y).

(a) Calcule o polinémio caracteristico de T’
(b) Determine os autovalores e autovetores de T
(c) Determine uma base de R? constituida por autovetores de T. Qual a representagao

matricial de T nesta base?

(7) Seja T : R? — R? a transformacao linear na base canonica de R? é representada pela

matriz:
2 3
3 2
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(a) Calcule o polindémio caracteristico de T
(b) Calcule os autovalores e autovetores de T

(c¢) Determine a matriz diagonal.

(8) Seja T : R? — R? a transformagao linear na base canonica de R? é representada pela

matriz:
2 1
0 2

(a) Calcule o polinomio caracteristico de T
(b) Calcule os autovalores e autovetores de T

(c) Mostre que nao existe uma base de R? constituida por autovetores de T

(9) Seja T : R® — R? a transformagao linear, definiada por T'(z,y,z) = (3z,2y + z,22).
Mostre que nao existe uma base de R? constituida por autovetores de 7.

(10) Seja T : R?* — R? a transformacio linear na base canonica de R?® é representada pela
matriz:

0 0
7 -1
-2 8

w w o

(a) Calcule o polinémio caracteristico de T';
(b) Calcule os autovalores e autovetores de T

(c) Determine a matriz diagonal.



Solucoes dos exercicios

Secao (1.3

(1) Seja @ = (1,y1,21) € V. Note que a condi¢ao (A3) nao é satisfeita, pois o vetor nulo
do R3 ndo pertence a V', ou seja, 0 ¢ V.
Subtituindo y; = z; = 0, teremos @ = (1,0,0) # (0,0,0).
.. V nao é um espaco vetorial.

(2) V={(z,y,2,7) ER*: x = w}.
Vamos verificar se as condigoes sao vélidas, para V' ser um espaco vetorial real.
Sejam u, U, W € V e a,f € R tais que @ = (z1,y1,21,21), U = (T2,Ya, 22,22) €
W= (3, Y3, 23, 73).

(Al) (ﬁ—i_ /17) + W= [(xhyl?'zhxl) + (x27y27227x2>] + (x37y3723;$3) = (])1 + T2,U1 +
Yo, 21 + 22, %1 + T2) + (23, Y3, 23, T3)
= (x1 + 22+ 23,91 + Y2 + Y3, 21 + 22 + 23,21 + T2 + T3).

U+ (U+ W) = (21,91, 21, 1) + [(22, Y2, 22, T2) + (23, Y3, 23, T3)] = (21,1, 21, T1) +
(xo+x3, Yo+ Vs, 220+ 23, Ta+x3) = (T1+To+x3, Y1 +Y2+Ys, 21+ 22+ 23, T1 +Ta+T3).
S AU+ V) + = U+ (U + D)

(A2) €@+ 7= (21,01, 21,21) + (@2, Y2, 22, T2) = (21 + X2, Y1 + Yo, 21 + 22, T1 + T2)
= (.ZUQ + T1,Y2 + Y1, 22 + 21y L2 + xl) = (1'27927 22,1'2) + (xlayla Zl?'xl) = /17—’_ u
U+ Uv=Uv+1

(A3) 0 €V, pois tomando 21 = y; = 2, = 0, teremos que @ = (0,0,0,0) = 0.
ﬁ—i—O = (xl,yl,zl,xl)—l—(0,0,0,0) = (x1+0,y1—|—(), 21+0,ZL’1+0) = (:El,yl,zl,xl) =
U
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(A4) Dado i = (z1,y1, 21, 1), existe (—@) = (—x1, —y1, —21, —21) tal que:
U+ (—u) = (21, y1,§17x1) + (=21, —y1, =21, —21) = (81 — T1,y1 — Y1, 21 — 21, L1 —
z1) = (0,0,0,0) =0

(ME1) a(d+79) = af(x1,y1, 21, 1) + (22, Y2, 20, ¥2)] = a(x1+ 22, Y1 + Y2, 21+ 20, 11+ T2) =
(a(zy 4+ z2), a(yr + y2), a2 + 22), a(x1 + 12)) = (@@ + axg, oy + ayo, 2y +
azy, ax1 + axg) = (axy, ayr, azy, axy) + (g, s, aza, Axs)
= a(x1,y1, 21, 1) + (T2, Yo, 20, T2) = atl + a¥

(ME2) (a+ B)d = (o + B8) (21,91, 21, 21) = ((a+ B)z1, (@ + Byr, (a+ B)z1, (a+ B)zr) =
(ax1+B21, ayr+Byr, azi+B21, ar+Br1) = (ary, ayy, az, ax)+(B21, By, Bz, By)
a(z1,y1, 21, 21) + B(x1, 91, 21, 71) = ol + U

(ME3) (aB)i = (aB)(x1, 41,21, 21) = ((aB)z1, (@B)y1, (af)z1, (aB)x1)
a(Bi) = a(B(z1, Y1, 21, 21)) = a(Bxy, By1, Bz1, fz1) = ((af)zy, (af)yr, (aB)z1, (af)x1)
' ( B)u = a(Bu)

(ME4) 1-d=1-(z1,y1,21,21) = (-2, 1-y1,1- 20,1 - 20) = (21,01, 21,21) = U

Como todas as propriedades sao validas, concluimos que V' é espago vetorial real.

3) V={(Gy.y) eR*:y € R}.
Vamos verificar se as condigoes sao validas, para V' ser um espaco vetorial real.
Sejam u, U, W € V e a, f € R tais que 4 = (%yl,yl), U= (%yg,yg) ew = (%yg,y;;).

(A1) (@+0) + 3 = [(3yr, v1) + Gy, v2)] + Gys,ys) = (Gur + Sy, 01+ 42) + (3u3,3)
= (3y1 + 22 + 2y3, 41 + Y2 + v3)-

U+ (T+0) = Gy, u) + (392, 92) + Gy, 93)] = Guyn + 32 + 305,41 + 42 + ).
(T4 7))+ W =1u+ (U+ W)

(A2) _‘+77:<§y17y1)+ %yz,y :(3y1+3y2,y1+y2) (3y2+§y1ay2+y1):77+6
LU+ U=U+1d

(A3) 0 €V, pois tomando y; = 0, teremos que @ = (0,0) = 0.
i+ 0= (3y1,11) + (0,0) = (3 y1+0,91+0) = Gy, 1) =@

(A4) Dado @ = (2y1,y1), existe (—u) = (FFy1, —y1) tal que:
= ( Yi,91) + (%lea —y1) = (%3/1 - %3/1,2/1 —y1) = (0,0) = 0
(ME1) ot +0) = a[(3y1.51) + (32, 12)] = a(Gyr + 342,11 +12) = (a(3y1 + 3y
y2)) = (3y1 + adys, ayr + ayp) = (@dy, o) + (a3ys, ays) = «
a(3ys, 1) = all + ¥
(ME2) (a+pB)i = (a+5)(3yl,y1) ((a+8) 3, (a+6)y1) = (@3y1+B3y1, ay1 +Puyr) =
(a2yr, ) + (B2y1, Byr) = a(3y 1791) + B3y, 1) = wii + Bu
(ME3) (aB)i = (af)(3y1, y1) = ((aB) 3y, (af)y1)
a(fi) = a(B(3y1, 1)) = B3y, Bn) = ((aB) 5y, (aB)y))
. (aB)u = ofu)

2), ayr +
Gy, 1) +
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(ME4) 1-d=1-CGy,p1) =1 2p1,1-31) =Gy, ) =4
Como todas as propriedades sao vélidas, concluimos que V' é espaco vetorial real.

(4) Vamos verificar se as condigoes sao vélidas, para V' ser espago vetorial.
Sejam A,Be C €V e a, € R tais que:

_|a —b1 | a2 —bg __|as —bg
Sl O P Ll P
. aq —bl (05} —bg as —bg
(A1) (A+B)+C—<{b1 a1]+{b2 a2]>+{bg ag}

ai + as —bl—bg + as —bg _ a; + as + as —bl—bg—bg
b1—|—b2 ai + as b3 as bl+b2+bg a1+ as + as

. a1 + a2 + as _(b1+62+b3>
- b1+b2+b3 CL1+CL2+CL3 '

a1 —by as —by az —bs
A+(B+C)—{b1 &1}+<[b2 a2]+[63 ag])
|l —b1 + as + as —bg—bg . a; + as + as —bl—bg—bg
o b1 aq b2+b3 as + as o bl+b2+b3 a1 + as + as

- a1 + as + as —(b1+62+b3)
o b1+b2—|—b3 a + as + as '

S (A+B)+C=A+(B+0).

(A2) A+ B= [“1 _bl} v [‘12 —bg}

by by as

{al +ay —(by + bz)}

a1 + ag —bl — bg
b1—|—b2 a; + as

b1—|—b2 ai + as

a2 —bg aq —bl a2 + aq —bg — bl Q2 +a —(bg + bl)
B+A_|:b2 a2:|+|:b1 a1:|_|:bz—|—b1 a2+a1}_{bz+b1 as + ap
A4+ B=B+ A.
(A3) 0 € V. _
|l —b1 0 0 _|a +0 —b1 +0 a1 —bl
A+0_|:b1 CL1:|+_0 0:|_|:b1+0 a1+0:|_[b1 a1:|

(A4) Dado A € V, existe —A € V tal que

A+(—A):{le ;fl_%:zll _b;l}:{aﬁ(—al) —b1+b11:{0 0]_

bl + (—bl) a; + (—al) 0 0
. ay —bl as —b2 . ai + as —bl — b2
(ME1) a(A—i_B)_Oé(Ln a1}+[b2 a2}>_a([bl+b2 Gl+a2}>
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alar +a2) a(=by —by)|  |aa +aas —aby — abs
alby+by) alartas) | |abi+aby  aar + aay

_ aag —Oébl + aas —abg — ai _bl +a 5] _bQ = aA + aB
CYbl aaq Oébg aao b1 aq bQ (05}

B ar —bi|  |(a+pB)ar —(a+pB)bi|  |oay + Sar —aby — Bb
(ME2) (a+B)A = (a+p) {bll all} = [(Oz—l—ﬁ)bll (Oz—l—ﬁ)all} = [Ozbi —l—ﬂbll Ozall—i— 5a11

_|aar —ab Bay —pBbi|
a {abi aall} " {ﬁ?i ﬁall] =ad+pA

R e R P
_ a —b . ﬂa —5() _ &Ba _Oéﬁb
a(BA) = Oz(ﬁ {bi all} ) =a {&)i ﬁall] _ {aﬁbi aﬁa11:|

“ (aB)A = a(BA).

. aq —bl . 1'(1,1 1(—b1) | —bl .
N B ) B R Y

Como todas condigoes sao validas, V' é espaco vetorial.

(5) Note que 0 ¢ V', pois o espago vetorial dado tem a condic¢do y # 0. Desta forma V' nao
é espaco vetorial, pois nao satisfaz (A3).

(6) Vamos verificar se as condigoes sao vélidas, para V' ser um espago vetorial real.
Sejam i, U, W € V e «, f € R tais que @ = (x1,41), U= (T2,92) e W = (x3,y3).

(A1) (@+0) 4+ = [(z1,01) + (x2,¥2)] + (23, y3) = (221 — 2y1, 91 — 1) + (23, Y3)
= (2201 —2y1) = 2(y1 — 71), (Y1 — 1) — (221 — 2y1)) = (41 — dys — 241 + 271, 91 —
r1 — 2!151 + 2y1) = (61’1 — 6y1, 3y1 — 31‘1)

U+ (U4 W) = (x1,y1) + (22, y2) + (23,93)] = (21,91) + (222 — 22,92 — T2) =
(221 — 2y1, 11 — 1)

(U V) + £ U+ (U4 D)
Como (A1) nao é satisfeito, concluimos que V' nao é espaco vetorial real.
(7) V =A{(z,z,w* w) € R*}
Seja U = (r1,z1, w13, wy) € Ve a € R, tais que 11 = 0, w; = 1 e a = —1, note que
a-ug¢V:
a-i=-1-(0,0,1,1) = (0,0,—1,—1) ¢ V.

.. V nao é um espaco vetorial.
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(8) Sejam u, ¥, W € V e «, B € R tais que 4 = (z1,y1), U = (x2,y2) e W = (x3,y3). Note
que (ME1) nao é satisfeito:

(MEL) a(d +7) = af(z1,11) + (z2,92)] = alzr + 22,91 + y2) = (o®(z1 + 22),0%) =
(a?xy + a’xq, a?)

ali+at = a(zy, y1)+a(z2, y2) = (@21, a?)+(aPr2, 0?) = (a?x1+ 0220, a*+a?) =
(@®zy + a?xq, 202)
coa(U+v) # ad+ at

Como (ME1) néao é satisfeito, concluimos que V' nao é espacgo vetorial real.

(9) Vamos verificar se as condigoes sao validas, para V' ser espago vetorial.
Sejam A, Be(C €V e a, € R tais que:

. 0 aq . 0 a9 . 0 as
S U A R

(A1) (A+B)+C—(L?l aoﬂ*{b(l %2D+[603 663]

_|:O+0 CL1+Q2:|+|:0 (13:|

{0+0+0 a1+a2+a3}

by +02 040 bs O by +bs+0b3 0+0+0
_ 0 a; + as + as
b1+b2+bg 0 '

A+(B+C>:[l?1 Cﬂ*({g %2%{‘?3 aOSD

_[0 a1]+{0+0 a2+a3}_[0—|—0+0 a1+a2+a3}

by 0 by +b; 040 by +by+b3; 0+0+0
_ 0 ay + az + ag
o b1+b2+bg 0 '

S (A+B)+C=A+(B+0).
(A2)A+B:{O “1]+{0 az]:[om a1+a2}:[ 0 al—i-aQ}

by O by 0 by +b, 0-+0 by + by 0
. 0 a9 0 ay| 0+0 as + aq . 0 as + aq
B+A_{62 0}—‘_{51 O:|_|:b2+b1 0—}-01_[52—}-171 0 }
A+ B=B+A.

(A3) 0 e V.

o a] o 0] [040 a+0] [0 a
A+0_{bl 0}*[0 0]_{b1+0 O+O}_[b1 0]
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(A4) Dado A € V, existe —A € V tal que
o - 0 aq 0 —ar| 0+0 a1+(—a1) o 0 0
A+ A)_[bl o}*{—bl 0}_{bl+(—b1) 0+0 }_{o o]'
o 0 aq 0 a9 . 0+0 ai + as
(MEL) O‘(A+B)_O‘<[b1 O]+[b2 0]>_a<{b1+b2 0+0D

B a-0 ala; +a2)| 0 aay + aas
o (X(bl + bg) a-0 - Cl{bl + Oébg 0

ven=aly el G = [ S 2% =t 000

b1 0 bQ 0 Oébl a-0 Oébg a-0 Oébl + O(bg
- 0 aay + aas|
o Oébl + Oébz 0

s.a(A+B)=aA+aB
0 ai] (a+p5)-0 (a+p)ay a-0+p5-0 aa+ fay
(ME2) (a+8)A = (a+p) {51 ol = {(a—l—ﬁ)bl (a+B)- 0} = {

B 0 aay + 5@1_
- Oébl + ﬂbl 0

B 0 a 0 ai| |a-0 aa B-0 Ba| 0+0 aay + Pa
O‘AWA—O‘LH 011 ﬁ[bl 01]—{04191 a-5]+[ﬁbl 5-6}‘[@&561 040
0 aay + Paq
Oébl—i‘ﬁbl 0
(a+pP)A=aA+ A

JaB-0 afa 0  afa
T laBby aB-0]  |afb; 0

a(BA) = oz(ﬁ L?l %1} ) =« Vﬁb? gad = L‘gbl a%al}
c(ap)A = a(BA).
(ME4) 1A= 1. {0 al] _ {1‘0 1-a1} _ {z?l %1} A

(ME3) (aB)A = (ap) [bol %1}

by O 16y 1-0
Como todas condigoes sao validas, V' é espago vetorial.

(10) Sejam u, U, W € V e «, 5 € R tais que @ = (z1,y1), U = (x2,92) e W = (x3,y3). Note
que (A4), nao é satisfeito:

(A4) Dado 4 = (z1,y1), existe (—u) = (—z1, —y1) tal que:
U+ (=) = (z1,41) + (=21, —y1) = (—z121, —yy1) = (=i, —y7) #0

Como (A4) néo é satisfeito, concluimos que V' nao é espago vetorial real.

Ozbl+/3b1 040+50:|

|

}:
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Secao 2.3

(1) (a) Note, que a matriz A possui 4 linhas e 4 colunas. Logo, sua ordem é 4 x 4;
(b) as3 = 20, age = 10, azy = 20 e agy = 10;

()

(a) Matriz linha;

(b) Matriz quadrada;

(c) Matriz coluna;

Sim. A matriz A é uma matriz simétrica, pois a;; = a;;.

(2)

(d) Matriz anti simétrica.
(3) A definigdo de uma matriz simétrica é quando a;; = a;;.

(a) Assim, teremos que ajp = ag; = = = §;
(b) Teremos que:
Q19 =091 = T +2=8& x = 0;
a23:a32:>y—35:28<:>y:63
a1 =ai3=>z2+1=50&2=14

(4) (a) Nao é possivel realizar a operagao matricial, pois as matrizes nao sdo da mesma
ordem;
(b) E possivel. A ordem ¢é 4 x 4;

(c) Nao é possivel realizar a opera¢ao matricial, pois as matrizes nao sdo da mesma
ordem;

(d) E possivel. A ordem ¢ 3 x 4

(5) (a) Nao é possivel realizar a operagdo matricial, pois as matrizes nao sao da mesma
ordem;

9 8 0 61 9 69
(b)A+C:<6 7)+(79 25):<85 32)’

(c) Nao é possivel realizar a operagao matricial, pois as matrizes nao sdo da mesma

ordem;
13 66 129 000 13 66 129
(d)DJFOm_(m 25 3>+(000)_(79 25 3)
165 198 —64 964 254 —19 46 469
(6) BA+2B=3( 81 -9 16 2 |+2| —18 23 387 426 | =
42 54 345 —54 4259 22 10 20
195 594 —192 2802 508 —38 92 938 1003 556 100 3830
243 —27 48 75 |42 —36 46 774 852 | = [ 207 19 82 927

—126 162 1035 —162 8518 44 20 40 8392 206 1055 —122
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a

(7) O3><2 =

+b+1
a—+ 3¢
—2b

a+b+1=0 (i)
a+3c =0 (ii)

—b=0<b=0 (i)

0
—b
0

=

o O O
o O O

Substituindo (ii) em (i), teremos que:
a+1=0<a=—1 (iv)
Substituindo (iv) em (i), teremos que:
—1+3c=0&c= %

ca=—-1;b=0ec=z.

r+y «x
( 0 y>@

12:

Srx=0ey=1

1
3

(o

-0

Definindo a matriz X, como:

Teremos que:
3(X+A)=2(B+X)+5C

((

Ty T2
xr3 T4

) (

16 25
36 9

31’1 + 48 3.]32 + 75 o
3xs + 108 314 +27 |
Teremos que:

+y
0

X:(I1
€3

))=x(

( 104 + 2z,

25(73+5

3ry +48 = 104 4 221 = x1 = 56;
3xy + 75 = =20 + 229 = 29 = —95;
3r3 4+ 108 = 223 + 5 = z3 = —103;
3xa+27T=742x4 = x4 = —20

wx=

56
—103

-95
—20

42
0

1

Médulo 12: Autovalores e autovetores

a+b+1 0
a+3¢ b
—2b 0

P)e(n)

7+2$4
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Secao (3.5
-3 5 7 11 9
1) Y=A-B-C=| -2 6 —4|-[o07 -<_224 103>
16 —10 1 9 3
30 29 —662 377
= | —58 12 .<_224 103>— 1416 156
185 77 —4286 1001
—662 377
Y= 1416 156
—4286 1001

1 2 4 24 41 0 7 -1
2) <a)2D'G+H_2'(6 7)'(65 25 3)*(—9 6 0 )
(2218 ) (0 7 -1\ _ (252 155 93
= (862 638 534 96 0 )~ \ 853 644 534
(b) Note que:

Esys - Faxo + Gaxsz - Ezxz = (EF); , + (GE), 4
.. Nao é possivel realizar a operacao de adi¢ao, pois as matrizes nao possuem a
mesma ordem.

(c) Note que:
Dyyo - 5Hays + Gaoxs - (—3)F3x2 = 5(DH),, , — 3(GF),,,
.. Nao é possivel realizar a operacao de adicao, pois as matrizes nao possuem a
mesma ordem.

(d) Pela propriedade de multiplicagdo de matrizes, temos que: I, - A = A. Logo:

1 00 1 0 1 1 0 1
I;s;cE={ 010 |- 8 20 9 = 8 20 9
0 01 —19 54 32 —19 54 32

(3) Vamos verificar as propriedades da transposigdo de matrizes, por meio dos exercicios
a seguir:

(a) (G+H)=G'+H'

¢ —4 65 0 -9
((ggl §§431>+(_09(7),_01>): 24 25 |+ | 7 6
41 3 -1 0

¢ —4 56 —4 56 —4 56

(gg 21 430) =131 31 |=1 31 31 |=|( 31 31

40 3 40 3 40 3

(b) (2-D)t =2-D!
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(+(57)) - g e () e (a7)

(c) (E-F)! =F'E!
1 0 1 0 13\\' 0 13\° 10 1\’
8 20 9 |- 97 54 = 97 54 | - 8 20 9
—~19 54 32 20 21 20 21 —~19 54 32
20 34 \'
0120 1373 | — <20 2120 5878>:> (20 2120 5878)_ <20 2120 5878>
F878 3341 34 1373 3341 34 1373 3341 34 1373 3341
(d) (D) =D
t
12\ /16\ (12
6 7 “\27) \67
1 4 -6 1 4 -6 1 0 5
HJIJ=2-1*=|(0 2 -3 ]-[{0 2 =3 ]-1| 4 2 -2
5 -2 -3 5 -2 -3 -6 —3 -3
-29 24 0 1 0 5 -30 24 -5
= -1510 3 |- 4 2 —2|={(-19 8 5
—-10 22 -15 -6 -3 -3 —4 25 —12

(5) Utilizando o método para inversdao de matrizes, teremos:

0 -6 —12 : 1.0 0 6 0 4 01
@ [ 6 0o 4 010 |—men| 0 =6 -12 11 0 0 |—rL-ip,
12 —4 0 00 1 12 =4 0 100
10 2 010 10 2 0 5 O
0 —6 —12 1 0 0 |—Ls—Ls—12, | 0 -6 =12 = 1 0 0 T Lot Lo
12 -4 0 00 1 0 -4 -8 10 —2 1
2 1 2 1
1 0 2 0 1 102:0 2 0
001 2 © F 0 0 | Lobe+al| 001 2 5 FL 0 0
0 —4 -8 0 -2 1 000 : =2 21

Note que nao sera possivel encontra uma Iz no lugar da matriz dada, logo nao é
inversivel.

20 =10 * 1 0 1 =2 Lo
(b> . —>L1%%-L1 2 i 20 7 Ly—Ly—6-Ly
6 5 01 6 5
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-1 : 1 -1 : 1

( L7 2_% 0 >—>L2—>§'L2 ( L3 2_?,)
1
0

11
(0.3—2E>
=3 1
R R

1
A matriz dada é inversivel e sua inversa é: ( 33 10 >
8

o= O

) —>L1—>L1+%'L2

2 0 1 100 10 3 00
© 160 2 (010 |—neln| 60 2 010 | —neL
42 -1:100 1 42 -1:001
10 3 100 10 1 100
4 2 —1 0 O 1 —>L2~>L274-L1 0 2 —3 —2 O 1 —>L3~>L376-L1
6 0 2 010 6 0 2 0 10
10 1 100 10 4 100
02 =3 : =201 | 7neln| 01 32 1 -1 0 5 | Lol
00 -1:-310 00 —-1: =310
10 3 0 0 10 0 -1 3 0
01 3 -1 0 3 | 7on-2os| 01 F 1 =1 0 5 | Leslotiis
00 1 3 -1 0 00 1 3 -10
10 -1 1 0
010§
001 3 -10
-1 10
A matriz dada é inversivel e sua inversa é: % _73 %
3 -1 0

6 0 4 2 24 12
(6) (a) K-L (5 8)'(10 8)(100 74)
4 2 6 0 34 16
(b)L'K_<1o 8)'(5 8)_<100 64)
34110 12 :0 1 1 2 10 1
(7) (a) . —>L2<=>L1 . —>L2~>L273-L1 .
12 :0 1 34110 0 -2 i1 -3
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10 : 1 =2
L1 —L1—2-Ly )
0 1 : _71 %
—1 .
1 -2 1 -2 : 10 1 -2
(b) (—_1 3 ) = ( ) : >—>LrﬁL2+;L1<
2 2 = 01 0

1
2
1 -2 :10 10 : 3 4
. ;L1~>L1+2-L2 .
0O 1 1 2 01 :1 2

(M) =M = (? ;l)

|
—
oW

) }L2~>2-L2

N
N—= =

o 1510 IR
(d> <M) = . —>L1—>%L1 —7Ly—Lo—4-I1
42101 2 10 1
Ly i 50 13 50 10 1 3t
(0 ) ;o 1>_>L2H§'L2<0 i 32 N R ECE W ;
IR -2 3 P25
1 =t
. =1 _ N — 2
(M) =M (_2 3)

10 22 10 22— 1
— t —
<8)N_N;‘(2x—1 30>_(x2 30 )

Teremos que:
=2r-1=2>-22+1=0=>2,=05=1

(9) Primeiro, vamos determinar Q':
50 13 -1
t_
Q= 9 1 2

Realizando a adicao entre P e Q:
10 3 50 13 —1 51 13 2
t _ _
P+Q—(42—20)+(9 1 2)_(133—18)
Obtendo O~

6 8 : 10 1
. —>L1~>%L1
24 : 01 2

0
1

e ol
O o=

) 7 LQ‘)L272'L1
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1 0
. —>L2—)%~L2
0 : 1
O = ( 41 _31 >
4 1

Realizando o produto entre R e O~

—25 69

-3 19 ) 44

R-O'=| 25 7 (5 1)(4 ig
4

69 5
4
—25 69
R —225 985
| ( "

/N
o
— ol

Wk Wk

X = (P+QR-0) -

= — | =1 1395 2679
2 2

a b
(10) (a) Falso. Seja A= 0 d
0 0

0 0
d 0 |, uma matriz triangular inferior.
e f

(b) Verdadeiro. Por meio da propriedade da matriz transposta, temos que: (A")" = A.
Logo, ao utilizar as matrizes dadas na alternativa anterior, concluiremos que a
transposta da matriz triangular inferior é a matriz triangular superior.
. o 1 2 1 0
(c) Falso. Dadas duas matrizes simétricas de mesmna ordem, A = ( 9 5 ) eB = ( 0 3 )

Teremos que A - B, nao resultard em uma matriz simétrica:

(25)(03)=(55)

. 0 1 : o o
(d) Falso. Seja C = ( 0 1 ) uma matriz com a primeira coluna constituida so-
1 2 .
mente de zeros e D = 9 5 | uma matriz qualquer e com a mesma ordem de

C. Note que o resultado do produto C- D, nao tera a primeira coluna constituida

somente de zeros:
0 1 _ 1 2\ 2 5
0 1 2 5 ) 2 5

1 2

9 & ) eF = ( Lo ), matrizes simétricas. Teremos que:

(e) Falso. Sejam E = ( 0 3
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1 2 10 1 6
E'F(z 5)(0 3)(2 15 ) °

10 1 2 1 2
FE_(O 3)(2 5>_(615)
.. Note que, E-F #F - E.

. 1 2 5 6 .

(f) Falso. Sejam G = ( 3 4) e H= ( 7] ), matrizes de ordem 2. Teremos
que:
-1 -2 -5 —6 19 22

_G’_H:(—?) —4 )\ -7 —8): 43 50 ) ©

—<G-H>——(§ i)(? S)“(ﬁ ?3)‘(1112 i?é)

.. Note que, — G- —H # —(G - H).

(g) Verdadeiro. Seja I = ( 11 ), uma matriz com a primeira linha constituida
1 2 .
somente de zeros e J = 9 5 | UmA matriz qualquer e com a mesma ordem

de I. Note que o resultado do produto I-J, terd a primeira linha constituida
somente de zeros:

0 0 12\ (00
(1 1)'(2 5)_ (3 7)
.. O produto entre duas matrizes, onde a primeira é constituida somente de zeros,
tera uma matriz resultante com a primeira linha também nula.

Secao 4.3
(1) (a) Vamos utilizar o método de Gauss:
[ 2 3 _1: 0 [ 2 3 _1: 0
1 =2 1 ¢ 5 |(Le—=2Le—=Li | 0 —7 3 : 10 |Ls—=2L3+ L1,
-1 11 =2 -1 1 1 =2
(2 3 —1: 0 (2 3 —1: 0
0 =7 3 ¢ 10 |Ls—=T7Ls+5Lay |0 -7 3 ¢ 10 |Ls— 5Lls_,
005 1 i —4 0 0 22 © 22
(2 3 —1: 0 (23 -1 ¢ 0
0 -7 3 10 |Le—=FLe+2Ls_ |0 1 0 : —1 L1 —=Li—3Ly,
000 1 i1 00 1 i1
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2 0 —1 3
01 0 ¢ =1 |(Li=Li+Ls |0
(00 1 ¢ 1
_1 00 : 2
010 : —1
(001 1

Reescrevendo a matriz ampliada como um sistema, teremos que:

T =2
y=—1
z=1

.. O sistema é compativel e determinado. S =

(b) Vamos utilizar o método de Gauss:
=1 1 i1
1 -2 3 10 |Le=aHLlot Ly |

2 1 =3 : 2

= 1 1 1
0 =2 15 : 1 [Ls—=>Ls+3La_,

10 —18 17

L 0 7 = 7

Reescrevendo a matriz ampliada como um sistema, teremos que:

’TijLy—l—z:l
By + 152 =1

=13
0=3

. Nao existe solucdo A. O sistema é incompativel.

@ o |7 5]5]=] 3]

1 4 7 T 2
(b) 2 3 6 y | =12
5 1 -1 z 8

—
=~

—_

(N} Ow|
Hw|w
ot

3
0 =2 15
1

101

]L3—>L3+§L1*}
1
1
3
5

(3) (a) No exercicio anterior letra a, ja escrevemos o sistema dado na forma matricial,
A-X = B. Para utilizar o método da matriz inversa é necessério calcular a matriz
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inversa de A, caso exista, a solugao do sistema pode ser dado da seguinte maneira:
X=A"1.B.

2 1 10 1 -3 : 01
. —>L1(—>L2 . —>L2~>L272L1
|1 =3 : 0 1 2 1 10

(1 -3 10 1 1 -3 10 1
: T Lo iLs _ , | Lo L
007 i1 -2 0 1 @ L =

1
TT

3 1
10 77]
1 =2

Assim, a matriz inversa de A é A~! = { 7, |. Desta forma, a solucao seréa:

T 9 3.941.-13 ZTr_13
HMEE IR BT s iy

.. A solucao do sistema é X =

=W
=

RSN {[SY
||\1I>—‘

5

(b) No exercicio anterior letra b, ji escrevemos o sistema dado na forma matricial,
A - X = B. Encontrando_a inversa:

14 7 100 1 4 7 1 00
2 3 6 010 |Le—>Lo—2L1, |0 -5 -8 : =2 1 0 |Ls—Ls—5L1_,
51 -1 100 1 5 1 -1 0 01
1 4 7 7 1 00 1 4 7 1 0 0
0 -5 -8 1 210|L=>FL |0 1 8 2 2o
|0 —19 =36 : -5 0 1 0 —19 =36 : =5 0 1
4
1 0 2 2 20
L1—>L1—4L2_> 0 1 % %%1 0 L3—>L3+19L2_)
0 —19 =36 : =5 0 1
1o & i3 4 1o F 3
_ =5 _
01 ¢ 2 A o |bsoxgls |01 ¢ 2 20
—28 13 —19 —-13 19 =5
00 =2 =9 00 1 -8 23
1 00 = 4 2
Ll—)Ll—%Lg_> 0 1% %%1 0 L2—>L2—§L3_)
00 1 : =8 1B =5
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-9 11 3
8 -9 2
00 1 = 2R
=9 1 3
28 28 28
Assim, a matriz inversa de A é A~! = % _—79 % . Desta forma, a solucao
—13 19 =5
) 28 B B
sera: -9 11 3 -9 11 3 —18 22 24
S0 E 7 A A Il S A I VA A
| Z 28 28 28 84 84 WS 28 tast =
1
2
| -1
1
.. A solucao do sistema é X = | 2
—1
(4) Utilizando o método de Gauss:
2 -5 2 10 2 -5 2 10
1 1 1 0 |Le—=2Le—Li |0 7 0 0 |Ls—=Ls—Li,
(2 0 —a 1 0 2 0 —a 0
2 =5 2 10 2 =5 2 © 0
0 7 0 © 0 |Ls—=>TLs—=5Le 5 | 0 7 0 C 0
0 5 —a—-2 10 0 7(—a—2) 1 0

Assim, temos que:
(—a—2)=0=—-Ta—14=0=-Ta=14=a= -2

(5) Utilizando o método de Gauss:

a 1 1 : 1 1 a1 : 1

1 al ' 1|lieley|ial 1 1 |L2— La—ali_,

[ 11 a @1 11 a 1

_1 a 1 1 1 a 1 1

0 1—-a2 1—a * 1—a |s—Ls—Li—, |0 1-a2 1—a * 1—a
1 1 a : 1 0 1—-a a-—1 : 0
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(6) (a) Determinando a inversa de A:

1—
Ly — Ly — ﬁLQ_)

Note que, se:

a2+a—2_a—1
l4a  1+a
2 -2
Ese:%
1+a

1 a
0 1—a
0 0

2
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1 1
1—a 1—a
a’+a—2 a—1

1+4+a 1+a

sdta—2—a+l=0d-1=0sa=+V1ea==+1

(a) O sistema serd compativel e determinado se

a# —2ea#l.

a’+a—2
1+4a

(b) O sistema sera compativel e indeterminado se
serd quando a = 1.

(c) O sistema serd incompativel se a = —2.

1 0|LieLlay |01

012:100
1120
(123:00 1
(11250 1 0
012:1 0 0
(01 1:0 -1 1
(10 0 -1 1
01 2 ¢ 1 0
(00 -1 ¢ -1 -1
(100 -1 1
010 -1 —2
(001 1 1
110
AT -1 =2 2
11 -1

L3 — _L3—)

o O = O O

a’+a—2 =0e

1+4a

o R O B B O O = O

(b) Utilizando o método da matriz inversa: X = A~'B.

Para k = 1:

=0ed+a—-2=0a=1cay=—2.

# 0, neste caso serda quando

a—1 —

1+4a

0, neste caso

L3—>L3—L2_>

LQ — LQ — 2L3_)

10

00 |Ls—Ls—Li,
01

0 -1 1 0

2 1 0 0

1 0 -1 1

0 -1 1 0

2 1 0 0

1 1 1 -1
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-1 1 0 3 -1
X=|-1 -2 2 2| =1 =5
1 1 -1 1 4
Para k = 2:
-1 1 0 4 1
X=|-1 -2 2 51 = | =2
1 1 -1 6 3

(7) Utilizando o método de Gauss:
1 2 a1 12 a c1
2 a 8 : 3 0 a—4 8—2a : 1

Reescrevendo a matriz ampliada como um sistema, teremos que:

]L2—>L2—2L1_,[

r+2y+az=1
(a—4)y+(8—2a)z=1

Isolando y na ultima equacao, teremos:

1+ (2a—8) _ 1 B
Ty TVt

Substituindo o valor de y na primeira equacao do sistema, teremos:

— 4z —az

r=1-
a_

1— -2 —42—az
a—4

.. A solucao do sistema é X = + 2z

(a —4)

(8) Representando as cidades Lisboa, Paris e Roma pelas variavéis z, y e z respectiva-
mente, poderemos escrever as informacgoes fornecidas pelo problema como um sistema
linear da seguinte maneira:

y=2(x+2)
1
z:2+§a:

rT+y+2z2="78
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Utilizando o método de Gauss:

2 -1 2 : 0 2 -1 2
1 1 -3
— -1 —2 | Ly — Ly — 1L B —
5 0 2 2—3L1_ | 0 1 3
1 1 1 78 1 1 1
2 —1 2 0 2 -1 2
1 -3 1 =3
- — —2 | Ly — L3 — 6L - —
"1 ’ e R
0 3 0 78 | 00 9
2 =1 2 0 2 -1 2
1 -3
0 4_1 7 —2 LQ — 4L2 + 6L3—> 0 1 0
0 0 1 10 0 0 1
1 01 26 100 16
010 : 5 |Li—Li—Ls,|0 52
| 0 0 1 10 0 01 10
16
A solucao do sistema é X = | 52
10

Autovalores e autovetores

.
2 |Ls — L3 — 3Ly
8
.

—2 |Ls — §Ls_

90 |

0

52 | L1 — 3L1+ 3Ly
10

Portanto, o total de passsagens vendidas conjuntamente para Paris e Roma é y + z =

52 + 10 = 62.

(9) Respresentando a quantidade de comprimidos consumidos por Pedro, Marcia e Joao,
como x, y e z, respectivamente, poderemos escrever as informagoes fornecidas pelo

problema como um sistema linear da seguinte maneira:

r =3y
r+y+2z=130
10z + 4y + 22 = 780

Utilizando o método de Gauss:

1 =30 0 1 -3 0

1 1 1 : 130 |Le—Lo—Li,| 0 4 1
|10 4 2 ¢ 780 10 4 2
(1 30 0 1 -3 0 0
0 4 11130 |Le—3Lle_ |0 1 1 @
|0 34 2 ¢ 780 0 34 2 1 780

0
130 Ly — L3 — 10L1_>

780

L3 — L3 — 34L2_>
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20 | L1 — L1+
50

60
20
50

A solucao do sistema é X =

107

Ly — Ly — %Lgﬁ)

— A= O

60
20
20

3Ly,

Portanto, Mércia ingere mensalmente 20 comprimidos.

(10) O sistema linear do problema é da seguinte maneira:

Utilizando o método de Gauss:
3 4 2 31

16 4 1 31
|14 71 31
(3 4 2
14 10
8 19
42
14 10
0 1

S O = O O W o o w o o

L2 — LQ

L
14

N W

4
1
0
0
1
0

_ O w = O N

o w s

LQ — 3L2 — L1_>

L3 — 14L3 — 8[/2*>

3+ 4y +22=31
T+ 6y +4z =31
r+4y+7z =31

3 4 2
0 14 10
1 4 7
3 4
0 14
0 0

2
10

14
1

31
62 | Ls —3Ls— L1,
31
2
10
186

31
62

14
2

31
62
372

L

L ’ 186L3—>

10
L2 — L2 — ﬂL?J_)

—

L1 — Ll — %LQH

— O whn O =

O = Wk O O W
N W |
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A solucao do sistema é X = | 3

Secao 5.4

(1) (Falso) Dada uma matriz A [ ;) Z ], teremos que:

5 10
15 20

.. Note que det(5A) # bdet(A).

det(5A):' ‘:100—1502—5Oe5d6tA:5-‘:1)) i':5-(4—6):_10

(Verdadeiro) Pela propriedade de determinantes det(AB) = detA-detB = (—2)(—3) =

6
. . 1 2 0 3

(Falso) Considere as matrizes, D 5 4@ E Lol teremos que:

1 5 1 5
D—l—E{4 4]edet(D+E)—’4 4’—4—20——16.

1 2 0 3
aletD—‘3 4‘—4—6——2edetE—‘1 0‘—0—3——3.
Assim, detD + detEl = —2 — 3 = =5
c.det(D + FE) # detD + detE

. . 3
(Verdadeiro) Dada a matriz F = { 5 6 ] , teremos que:

3 4 -3 —4
detF = 5 6 —18—20——2edet(—F)—‘_5 _6‘—18—20——2.

(Verdadeiro) Dada I, [ (1) (1) }, teremos que:

detl, = é? —1-0=1.

(2) (a) detH = — 12412460 — (10 +27 +32) = 84 — 69 = 15

DN =~ W
W == DN
=~ W Ot

(b) Temos que H? = H - H, logo detH* = det(H - H) = detH - detH = 15 - 15 = 225.

(3) Pela propriedade de determinante: det(aJ) = a - detJ, logo a seré:
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_ det(aJ) 600

= — =120.
detJ ) 0
0 10 O
@ @06 1 |=0-(=12]% L l410.<1p Y L s0. |V O
5 —1 2 —1 2 5
2 5 -1
=1-0-1000—-2)+0=20
2 6 8
M 36 9 =2.—12-]% Y p6.c1p |3 Y 48130
8 12 4 12 4 8
4 8 12
— 2(72 — 72) — 6(36 — 36) + 8(24 — 24) = 0
0 00 a4 s ) 4 s
© | 6 = g o =0V T 8 9]+0-(-1)*| 6 8 9|40
10 11 12 13 11 12 13 10 12 13
2 -1 5 2 -1 4
(-] 6 7 9 |+1-(-1)°-|6 7 8
10 11 13 10 11 12
=0+0+0—1[168 — 80 + 264 — (280 + 176 — 72)] = —352 + 384 = 32
a d g
(5) (a) Note que, | b e h | é a transposta da matriz. Por meio da propriedade de
c f 1
determinantes: detA = detA!, temos que det = 10.
a d a
(b) Neste caso, ha duas colunas iguais. Assim, | b e b | =0
c f ¢
d e f
¢ ote que houve a troca das duas primeiras linhas, portanto | a c | = —10.
N h das d imeiras linh b 10
g h i
Ta Tb Tc
(d) Neste caso a primeira linha foi multiplicada por 7, assim | d e f |=7-10=
g h 1
70
10 -2
© du= (07| Y T = (00— o=
_ 1 .
(7) Temos que: A~! = adjA
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0 5
2 4
Agora encontraremos a matriz adjunta, que para tal é necessario da matriz dos
cofatores de A:

All = (—1)1+1 . 4 - 4

A12 == (—1)1+2 . 2 = —2

Doy = (—1)*-5=-5

AQQ - (—1)2+2 . O = 0

(a) detA = =0—-10= -10.

Logo, a matriz cofatores de A, sera: A = _45 _02 ] .
. . ¢ 4 =5
Por conseguinte, adjA = A" = 9 0
-1 4 =5 =2 1
. -1 _ _ = — 5 2
A 10 { -2 0 ] { = 0 ]
9 8 7
(b) detA=|6 5 4 |=(—1)y+t9] > lpnyrzg| O | poymer| 0 2|2
3 9 1 1 3 1 3 2
9. (5-8)—8-(6—12)+7-(12—15) = —27+48 — 21 =0

1
Como detA = 0, teremos A~! = 6ade = 3. Portanto, a matriz ndo tem in-

versa.

_12f_03_02 -2 1 -3 120
(c) detA = = (=DM (=2)| 0 1 2 |+(-1)2"0|0 1 2

oLz 0 1 0 0 100
1 0 0 -1
1 2 0 1 2 0

(-0 =2 1 =3 |+ (-1)**. 0] -2 1 =3 |=2-2—(-3)]+0+0—1-
1 0 0 0 1 2

2 (-3-8)]=10-13= -3

Agora encontraremos a matriz adjunta, que para tal é necessario da matriz dos
cofatores de A:

1 -3 0
An=(=1)"*.]1 2 0 |=-5
0 0 -1
—2 =3 0
Ap= (=121 0 2 0 |=-4
1 0 -1
—2 1 0
A= (1)1 0 1 0 |=2
1 0 -1
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0 ™ ™ o o~
_ — © I _ © = I _ —
[ ~ N ! I [ I I [ I
Il Il I ~ O‘ﬂ o o
Too - 9 TeTeTeoTe Yoo
| < < Sl oa oﬂO Q_u2
— = o AN — — o AN — —~ O —
o ™ o~ — O N _ _
[\ (@ (@] o (@ (@] (@]
| < N — o O - O — [ — _ — | @ — ] <@
<t i (] [ap) <t — [N} [ap] <t i [aN] [ap) <t
+ + + + + + + + + + + + +
— [a\] [a\] [a\] [a\} o o o o™ <t <t <t <t
— —~ —~ — —~ —~ —~ — — —~ — — —~
— — — — — — — — — — — — —
L L L L L L L L L L L L L

ANVES

AZI =

Az =

Agy =

A33 =

Agy =

A41 =

A42 -

A43 =

A44 =
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-5 -4 2 =5
) . - 4 2 -1 4
Logo, a matriz cofatores de A, sera: A = 6 3 _3 ¢
10 &8 —4 13
-5 4 6 10
—4 2 3 8
o : _ t __
Por conseguinte, adjA = A" = 9 1 -3 _4
-5 4 6 13
5 -4 ~10
X -5 4 6 10 § ?2 -2 —Ts
et B SR S O I A R 3
3 2 -1 -3 —4 2 3 1 3
-5 4 6 13 s F -2 8

(8) ‘ 3 2-u
24+ 2)2+2)—3=0=>44+20+22+22-3=0=>2"+40+1=0=>2,=—-1+3

GIQZ—]_—\/g.

(9) Pelo método da matriz adjunta, L serd invertivel se:

1
L' = adjL

detL
Assim, L sera invertivel se detL # 0.
z 3 0
detL=1]2 1 2|=30—(-22)#0=30+2z#0=z#15.
5 -1 0
(10) Encontrando a matriz adjunta de M:
-3 9
— (_1)1+1 -
N1 =(—1) 0 1 3
19
(1142, _
Ny = (—1) 5 1 17
1 -3
— (_1)14+3. —
N3 =(—1) 5 0 6
2 4
— (_1)2+1 ., —
Doy = (—1) 01 2
0 4
— (_1)2+2 . ——
Noy = (—1) 5 1 8
0 2
_(_1)243 . _
Nog = (—1) 5 0 4
2 4
_(_1)3+1 . _
Ngp = (—1) 3 9 30
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0 4
_(_1)342. _
0 2
_(_1)3+3. - _
ABS _( 1) ‘ 1 —3 ' 2
-3 17 6
Logo, a matriz cofatores de A, sera: A = | —2 —8 4
30 4 -2
-3 -2 30
Por conseguinte, adjA = At = | 17 -8 4
6 4 =2
Secao [6.2

(1)

(i)
(i)

(i)

Vamos verificar se valem as condigoes de subespaco vetorial para W. Sejam 4, v €
W e aeR, tais que @ = (—2y1, y1,551) € T = (—2y2, Y2, bY2).

Tomando y; = 0, teremos que 0 € W, pois (=2-0,0,5-0)=(0,0,0,0).

U 4T = (—2y1,y1,591) + (=2y2, Y2, 5y2) = (=241 — 2y2, y1 + y2, 591 + 5y2) =
(—2(y1 + y2), y1 + Yo, 5(y1 + y2)). Logo, i+ v € V.

atl = a(=2y1, 11, 5y1) = (—2ayy, ayy, bay). Portando, au € W.
Como todas as condicoes foram verificadas concluimos que W é subespago vetorial de
R3.

Vamos verificar se valem as condigoes de subespaco vetorial para W. Sejam u,v €
W e a€R, tais que 4 = (x1,y1,0,t1) e ¥ = (x2,92,0,t2).

O vetor (0,0,0,0) e W, jaque z=0e2-04+0+0=0.

U+ U= (x1,y1,0,t1) + (22, Y2, 0,t2) = (x1 + T2, y1 + Y2, 0,11 + t2). Entao: 2(x; +z2) +
(y1 +y2) — (b1 +t2) =221 +y —t1 + 2090+ ys —ta =04+ 0=0.
Logo, u+v € V.

U = CK({El, Y1, 07 tl) = (Oéf]?l, ayn, CYO, atl)‘

Entao: 2cxy + ayy — aty = a2z + 1 — 1) = 0 = 0.

Portando, aw € W. Como todas as condigoes foram verificadas concluimos que W é
subespaco vetorial de R*.

Temos que W = {A = [aij]
tal que:

() 011 <0} C M n(R). Considere « = —1 e B e W,
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-1 by ... Dbin
B 6?1 b?Q . b2.n
bt b bon )
Note que, o - B ¢ W, pois by; > 0:
—1 by ... bia 1 —biy ... —bin
1B _1. b?l b?Q con by _ —byy  —by ... —b9,
b1 bmz .. bmn _b'ml —b.mz e —bmn

Como (i47) nao foi verificado, concluimos que W nao é subespago vetorial de M,, ,(R).

(4) Verifiquemos se W satisfaz as condigoes de subespago vetorial:

Sejam X,Y € A e a € R, tais que X = | at+ll y_|e etl]
C1 dy | Co do

(i) 0 ¢ A, pois tendo a; = ¢; = dy = 0, teremos X = [8 é] + 8 8]

Como (7) nao foi verificado, concluimos que W nao é subespago vetorial de M.

(5) Verifiquemos se A satisfaz as condigdes de subespaco vetorial:

Sejam X,Y € A e a € R, tais que X = I b biz .
a2 a2 bia  boo

(i) Com ay; = ajg = age = 0, teremos que:

00
0= [O O} , portanto 0 € A.

(i) X +V = {an a12] n |:b11 b12] _ {an + b1 aps +b12}

12 Q22 b1z  ba a1z + bia  ag + by

Logo, X +Y € A.

(iii) aX = a {an Cl121 _ [Oéan 046!12}

Q12 A2 Qaip g
Logo, aX € A.

Como todas as condigoes foram verificadas concluimos que A é subespago vetorial de
M.
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(6) Vamos verificar se valem as condigoes de subespago vetorial para W. Sejam u, 7 €
W e a €R, tais que 4 = (x1,3x1) e U = (z2,322).

(i) Tomando y; = 0, teremos que 0 € W, pois (0,3 -0) = (0,0).

(11) ﬁ—f— U= ({L'l,?)l'l) + (IL‘Q,&’L’Q) = ((L’l + ZEQ,?)ZL‘l + 31’2) = (iL'l + IQ,?)(ZL‘l + l‘g))
Logo, u+v € V.

(ili) ot = a(wq,321) = (w1, 3ax;). Portando, ai € W.
Como todas as condigoes foram verificadas concluimos que W é subespago vetorial de
R2.

(7) Vamos verificar se valem as condigoes de subespago vetorial para W. Sejam @, 7 €
We a€R, tais que @ = (21,y1,21) , U= (22,Y2,22) € W = (73,3, 23)-

(i) O vetor (0,0,0) ¢ W, pois considerando z =y = 2z = 0, teremos 0 —0+2-0=4 e
0 # 4.

. W nao é subespaco vetorial.

a1; a2 i3

(8) Sejam X, Y € W matrizes triangulares superiores de ordem 3, taisque X = | 0 ags a9
0 0 ass
bir b1z bz
eY = | 0 by by| ea € R. Vamos verificar se satisfazem as condigoes dos su-
0 0 b33

bespagos vetoriais.

(i) Com ay; = ajg = a13 = age = agz = azz = 0, teremos que:
0 00
0eW,poisO= [0 0O 0], portanto 0 € W.
0 00
ai; a2 a3 bir bz bi3 apy +biy az +biz a3+ b3
(11) X + Y = 0 o9 Qo3| + 0 bgg b23 = 0 99 + b22 Qo3 + b23
0 0 ass 0 0 b33 0 0 as3 + 633
Logo X +Y € V.
11 G12 a13 Qa1 Qdrz a3 Qaai; a2 «aig
(111) aX =« 0 Qg2 Q23| = |Gy Qd22 Q23| — | Q21 Qa2 Qa3 | . LOgO7 aX €
0 0 ass a0 a0 aass 0 0 «ass

w.
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Como todas as condig¢oes foram verificadas concluimos que W é subespago vetorial de
M.
(9) Seja @ = (1,2,3) € W, note que a condigao (iii) nao é satisfeita, pois:

—1li=-1-(1,2,3) = (—1,-2,-3) ¢ W, visto que x > y > z.
Portanto, W nao é subespaco vetorial de R?.

(10) Seja u = (2,2,8) € W e note que, a condigao (i7i) nao é satisfeita, ja que —1 - u =

-1-(2,2,8) = (—2,—2,—8) ¢ W, pois z = 2% + y* nao é satisfeito. Portanto, W nao
é subespaco vetorial de R

Secao
(1) Tomando um elemento u = (z,y) € U, temos que y = 2z, logo podemos escrever:

u=(z,y) = (z,2z) = z(1,2)

com x € R. Note que, qualquer elemento de U pode ser escrito como combinagao
linear dos elementos de S, logo S é um conjunto de geradores para U.

(2) Para mostrar que S gera o R?, temos que mostrar que qualquer elemento de R? pode

ser escrito como combinagao linear dos elementos de S. Tomando u = (a,b) € R?
teremos:

u=(a,b) = a1(1,0) + ay(1,1)
a; +as =a ar=a—>b
{ Qg = b = { Qg = b
Assim, todo elemento u = (a,b) € R? pode ser escrito como:
(@ —0)(1,0) +b(1,1)
.. O conjunto S é um conjunto de geradores para o R2.

(3) Considerando um elemento qualquer v = (a,b,c) € R3, para que u € S é necessdrio
mostrar que pode ser escrito como combinacao linear dos elementos de S, ou seja:

200 = a
u=(a,b,c) =0a1(2,1,0) + a2(0,3,4) = ¢ a1 +3a2=1>
dag = ¢
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. . ~ a . . & .
Isolando a primeira equacao, teremos: o = 5 E isolando a terceira: as = T Substi-

. . ~ a ¢
tuindo tais valores na segunda equacao teremos que: b = 5 + 1 com a,c € R.

a

Assim, u = (a,b,c) = )

(2,1,0) + Z—i(O, 3,4). Portanto, o conjunto S gera o subespago
dado por:

a c a ¢
U ={ (a,b,¢c) € R3(a,b,c) = 5(2,1,0) + 1(0,3,4), com b = g tgeace R}

(4) Vamos encontrar o conjunto de geradores para Wj e W5. Um elemento de W pode ser
escrito da forma:
(a,b,0) = a(1,0,0) + b(0,1,0)

Assim, W, = [(1,0,0), (0,1,0)].
Um elemento de W5 pode ser escrito da forma:

(c,e,c) =c(1,1,1)
Assim, Wy = [(1,1,1)].

(a) Dessa forma, temos que Wy + W, = [(1,0,0), (0,1,0), (1,1, 1)], pois é a unido dos
conjuntos geradores de Wy e Wy. Logo R3 C W, + W, e portanto W + Wy = R3.

(b) Wi NWy =1(1,1,0)].
(5) (a) Dado (z,y) € R?, temos que:

2 +vy 2x+ 20 — — 2z

Logo R? C W, + Ws e portanto W, + Wy = R2.
(b) Temos que Wiy N Wy = {0} e Wy + Wy = R?, logo R? = W; & Wh.

(6) A soma serd direta se: W =W; + Wy e Wy N W, = {0}. Neste caso, temos que:

WlmW2:{|:COL 8:| :CLER}

.. Como Wy N Wy # {0}, a soma nao ¢ direta.

(7) Caracterizando W7, teremos que:
Wi ={(z,y,2) €ER®: (z,9,2) = 1(1,0,1) + (0, 1, 1)}

(l’,y,Z) = (Qfl,OéQ,O{l +a2)
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(10)

Médulo 12: Autovalores e autovetores

Utilizando o método de Guass, teremos que:

10 : =z 1 0 : x 1 0 : x
0 1 y _>L3~>L37L1 0 1 y —>L3~)L37L2 0 1 y
11 2 01 : z—x 00 : z—xz—y

Assim, temos que: Wy = {(z,y,2) € R®: —x —y + 2z = 0}.

Caracterizando Wy, teremos que:
W2 = {(I,y,Z) € R3 : ('ray?x) = 51(17 17 1) + 52(17070)}

(ZE,y,Z) = (ﬂl +627517ﬂ1)

Utilizando o método de Guass, teremos que:

11 : =z 10 : vy 10 : y 10
1 0 ¢ y| —7Leer [1 1 ¢ x| —PLosLe—L; |0 1 ¢ o —y| —7Ls=Ls—L |0 1
1 0 : =2 10 : z 10 : =z 0 0

Assim, temos que: Wy = {(z,y,2) e R®: 2 —y = 0}.

Resolvendo:
—r—y+z=0
z—y=0
Da segunda equacao, temos que: z = y. Substituindo na primeira, obteremos que:
xr=0.
SN Wy ={(0,2,2) : z € R}, ou seja, Wy N Wy =[(0,1,1)].

WlﬂWgz{[Z Z} :ondeaER}

Temos que W = {(z,y,2) € R® : x = y}. Assim podemos escrever qualquer elemnto
de w € W, como:

w=(x,y,2) = (z,2,2) = x(1,1,0) + 2(0,0,1), com z,z € R.

Logo, S ={(1,1,0),(0,0,1)} é um conjunto de geradores para .

Temos que W = {(z,y,2) € R® : z = —a;y = £}. Assim podemos escrever qualquer
elemnto de w € W, como:

w=(z,y,2) = (v,5,—r) = (1, %, —1), com z € R.

Logo, S = {(1, %, —1)} é um conjunto de gerador para .

Y
r—y
=Y
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