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Lista 5: Nuimeros primos, MDC e MMC

(1) Determine todos os nimeros primos p tais que 3p + 1 seja um quadrado perfeito.
(2) Encontre todos os pares de primos p e ¢ tais que p — ¢ = 3.

(3) Calcule o menor nimero natural n para o qual n,n+1,n+2 n+3,n+4en+5sado

todos compostos.
(4) Mostre que 7 ¢ o tinico niimero primo da forma n® — 1.

(5) Mostre que todo nimero primo que deixa resto 1 quando dividido por 3 também deixa
resto 1 quando dividido por 6.

(6) Sejam ay,...,a, nimeros inteiros com n > 2, e p um numero primo. Mostre que se

plaias - - - a,, entao pla; para algum i.
(7) Mostre que v/2 é irracional.
(8) Mostre que se p for um nimero primo, entao /p ¢ irracional.
(9) Seja a um numero natural, tal que a > 2. Considere a decomposigao em fatores primos
a=py'py’ Py
em quen > 1, r; > 1 para todo?=1,...,n e os fatores primos p; sao todos distintos.

(a) Mostre que todos os divisores b de a sao da forma

b= pSlps?

PPy oy
em que 0 <s; <r;, paratodot=1,...n.

(b) Conclua que o nimero de divisores positivos de a (incluindo 1 e a) é dado pelo
produto
(7‘1 + 1)(7”2 + 1) s (’f’n + 1)

(10) (a) Mostre que todo nimero natural impar é da forma 4k + 1 ou 4k — 1, em que k é
um inteiro positivo.

(b) Mostre que todo nimero da forma 4k — 1 tem pelo menos um fator primo da

mesma forma.



(11)

(12)

(22)

(23)

(24)

(25)

(c) Mostre que existem infinitos primos da forma 4n — 1.
Mostre que se p for primo e p { a, entdo mdc(a,p) = 1.
Utilize o algoritmo da divisao para calcular d = mdc(a, b) e escrever d = ax+by, sendo:

(a) a=232¢b=136;
(b) a =187 e b= 221;
(c) a=—25eb=75;

Em seguida, calcule o minimo multiplo comum dos pares a e b dados.

(a) Mostre que mdc(a,b) divide a — b.
(b) Mostre que mdc(a,b) = mdc(a — b,b).

Mostre que dois inteiros consecutivos sao sempre primos entre si.

Mostre que, se existem x e y inteiros tais que ax + by = 1 entdo mdc(a,b) = 1.
Se d = ax + by, é verdade que d = mdc(a,b)?

Se d = mde(a,b) e z e y sdo tais que ax + by = d, mostre que mdc(z,y) = 1.
Mostre que mdc(a,b) = mdc(a, b+ ax) para todo inteiro z.

Se mdc(n,6) = 1, mostre que 12|(n? — 1).

O mdc entre dois nimeros inteiros positivos é 10 e o maior deles é 120. Determine

todos os inteiros que satisfazem essa condigao.
Sejam a e b inteiros nao nulos e m > 0 um natural. Mostre que:

(a) mdc(ma, mb) = m - mdc(a,b);

(b) mme(ma, mb) = m - mme(a,b).

Sejam a e b inteiros nao nulos tais que mdc(a,b) = 1. Entao, para todo inteiro m > 0,

mdc(a™, b") =1

(a) Mostre que, se a e b forem inteiros nao simultaneamente nulos, entao o mdc(a, b)

¢ o menor elemento de
S={ax+by: x,y €Z, ax+ by > 0}.

(b) Mostre que mdc(a,b) é o unico divisor comum de a e b que se escreve como

combinacao linear desses ntimeros.
Mostre que se r e s sao inteiros positivos tais que mdc(r, s) = mmec(r, s) entao r = s.

Mostre que se r e s sao inteiros, entao mdc(r, s) sempre divide mme(r, s).



