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Departamento de Matemática Pura e Aplicada
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Questão 1:

(a) Utilizando a mudança de coordenadas para coordenadas polares, isto é

x = rcosθ y = rsenθ,

note que

(x, y)→ (0, 0)⇒ r → 0+,

pois r2 = x2 + y2. Dáı,

lim
(x,y)→(0,0)

xy√
x2 + y2

= lim
r→0+

r2cosθsenθ√
r2

= lim
r→0+

rcosθsenθ = 0,

pois cosθsenθ é limitada.

(b) O limite não existe. Note, por exemplo, que se calcularmos o limite ao longo do

caminho x = 1, teremos

lim
y→2

y

y − 2
.

Mas este último limite não existe, já que os limites laterais são distintos.

(c) Calculando o limite ao longo do eixo x (y = 0) temos

lim
(x,y)→(0,0)

5xy

x2 + y2
= lim

x→0

0

x2
= 0

E calculando ao longo da reta y = x temos

lim
(x,y)→(0,0)

5xy

x2 + y2
= lim

x→0

5x2

2x2
=

5

2
.

Portanto, pela regra dos dois caminhos, o limite não existe.

Questão 2: Note que a superf́ıcie dada pode ser escrita como F (x, y, z) = 0, onde

F (x, y, z) = z2 − x2 − y2.

(a) O plano tangente a essa superf́ıcie no ponto (a, b, c) é dado por

Fx(a, b, c)(x− a) + Fy(a, b, c)(y − b) + Fz(a, b, c)(z − c) = 0⇔

−2a(x− a)− 2b(y − b) + 2c(z − c) = 0⇔

ax+ by − cz + c2 − a2 − b2︸ ︷︷ ︸
F (a,b,c)

= 0⇔ ax+ by − cz = 0.

Observe que F (a, b, c) = 0, pois (a, b, c) é um ponto da superf́ıcie dada.



(b) O plano xy tem equação z = 0. Fazendo a intersecção com a equação encontrada no

item (a) temos

ax+ by − c · 0 = 0⇒ ax+ by = 0.

Questão 3:

(a) O domı́nio de f é o conjunto

D(f) = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 > 1}.

(b) Se k = 1
3

então

1√
x2 + y2 − 1

=
1

3
⇔
√
x2 + y2 − 1 = 3⇔ x2 + y2 = 10.

Se k = 1
2

então

1√
x2 + y2 − 1

=
1

3
⇔
√
x2 + y2 − 1 = 2⇔ x2 + y2 = 5.
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(c)

∂f

∂s
=
∂f

∂x

∂x

∂s
+
∂f

∂y

∂y

∂s

=
− 2x

2
√

x2+y2−1

x2 + y2 − 1
· es +

− 2y

2
√

x2+y2−1

x2 + y2 − 1
· 1

= − xes

(x2 + y2 − 1)
3
2

− y

(x2 + y2 − 1)
3
2

= − (xes + y)

(x2 + y2 − 1)
3
2

∂f

∂t
=
∂f

∂x

∂x

∂t
+
∂f

∂y

∂y

∂t

= − x

(x2 + y2 − 1)
3
2

− yet

(x2 + y2 − 1)
3
2

= − (x+ yet)

(x2 + y2 − 1)
3
2

Questão 4: Mostremos que f não é cont́ınua em (0, 0) e consequentemente f não é dife-

renciável em (0, 0). Observe que f(0, 0) = 0. E

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
.

Ao longo do eixo x (y = 0) temos

lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
= lim

x→0

0

x2
= 0

Ao longo da reta y = x temos

lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
= lim

x→0

x2

2x2
=

1

2
.

Portanto, pela regra dos dois caminhos, o limite não existe e dáı a função não é cont́ınua em

(0, 0).

Questão 5 :

(a) ∇f(x, y) = (fx, fy) = (−y2e−xy, e−xy(1− xy)).

(b) Como f é diferenciável, a derivada direcional de f na direção de um vetor unitário

u = (a, b) (a2 + b2 = 1) no ponto (0, 2) será

Duf(0, 2) = ∇f(0, 2) · u
= (−4, 1) · (a, b) = −4a+ b.
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Dáı, temos o seguinte sistema de equações−4a+ b = 1

a2 + b2 = 1.

Resolvendo esse sistema encontramos

a = 0⇒ b = 1 e

a = − 8

17
⇒ b = −15

17
.

Portanto as direções procuradas são as direções dos vetores (0, 1) e

(
− 8

17
,−15

17

)
.

(c) Não, pois o maior valor da taxa de variação é ||∇f(0, 2)|| =
√

17 e as direções do item

(b) nos dão uma taxa de variação com valor 1.
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