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Questão 1: A região E é dada pelo seguinte conjunto

E = {(x, y, z) : 0 ≤ x ≤ 1, 3x ≤ y ≤ 3, 0 ≤ z ≤
√

9− y2}.

Dáı temos, ∫∫∫
E

z dV =

∫ 1

0

∫ 3

3x

∫ √9−y2

0

z dzdydx =
27

8
.

Questão 2: Usando a mudança de variáveis dada por

u = y − x, v = y + x,

obtemos x = v−u
2

e y = v+u
2

e dáı o jacobiano da mudança de variáveis será:

∂(x, y)

∂(u, v)
= −1

2
.

A região D será transformada por essa mudança de variáveis em uma região no plano uv

limitada pelas retas u = −v, u = v e v = 2. Portanto,∫∫
D

e
y−x
y+x dxdy =

∫ 2

0

∫ v

−v

1

2
e
u
v dudv =

e2 − 1

e
.

Questão 3: Vamos fazer a seguinte mudança de variáveis

x =
r

3
cos θ, y =

r

2
sen θ.

Dáı em nossa região de integração R teŕıamos 0 ≤ θ ≤ π
2

e r vai variar de 0 até a elipse.

Agora note que a equação da elipse com a mudança de variáveis ficaria r = 1, logo 0 ≤ r ≤ 1.

O jacobiano da mudança de variáveis é

∂(x, y)

∂(r, θ)
=
r

6

Portanto temos,∫∫
R

sen (9x2 + 4y2) dA =

∫ π
2

0

∫ 1

0

(sen r2)
r

6
drdθ =

π

24
(1− cos 1).



Questão 4: Note que, a região de integração B é a região situada entre os hemisférios

superiores das esferas centradas na origem de raios 1 e 2. Logo, em coordenadas esféricas

temos

B = {(ρ, θ, φ) : 1 ≤ ρ ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ φ ≤ π

2
}.

Portanto, ∫∫∫
B

z dxdydz =

∫ 2π

0

∫ π
2

0

∫ 2

1

ρ · cosφ · ρ2 · senφ dρdφdθ =
15

4
π.

Questão Extra: Consideremos o eixo x passando pela base e o eixo y coincidindo com a

mediatriz relativa à base do triângulo (placa fina). Veja figura abaixo:

Como ρ(x, y) = 1, então a massa dessa placa fina será

m =

∫∫
D

ρ(x, y) dA =

∫∫
D

1 dA =

∫ 5

0

∫ 5−y

y−5

dxdy = 25u.m.

E,

x =

∫∫
D

xρ(x, y) dA

m
=

∫ 5

0

∫ 5−y
y−5

x dxdy

25
= 0;

y =

∫∫
D

yρ(x, y) dA

m
=

∫ 5

0

∫ 5−y
y−5

y dxdy

25
=

5

3
.

Portanto o centro de massa será em (0, 5
3
), isto é, situa-se a 5

3
da base, sobre sua mediatriz.
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