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Pro-Reitoria de Pesquisa e Pés-Graduagao
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RESUMO

TOPICOS DA TEORIA ADITIVA DOS NUMEROS:
PARTICOES DE UM INTEIRO

O presente trabalho visa apresentar uma série de resultados e ideias sobre topicos da teoria
aditiva dos numeros, em particular, sobre as particoes de um inteiro, trazendo consigo sua
importancia historica no desenvolvimento da teoria dos numeros. Iniciamos apresentando
alguns conceitos bdsicos da teoria dos niumeros, para depois nos aprofundarmos no que de
fato € o objetivo principal deste trabalho, os resultados acerca das particoes de um inteiro
e algumas de suas aplicagoes em outras dreas da matemdtica. Para realizacao do trabalho
foi feita uma revisao bibliografica dos principais autores do tema no Brasil, nos quais nos
baseamos para dar sequéncia a este trabalho. Quanto aos resultados da pesquisa, podemos
perceber a importancia do desenvolvimento de pesquisas messa drea, além das fascinantes
técnicas de demonstracao matemdtica que utilizamos, e que, aqui serao apresentadas.

Palavras-chave: Teoria dos nimeros, particoes de inteiros, provas bijetivas, funcoes gera-
doras.



INTRODUCAO

Este estudo trata-se de uma explanacao sobre um subtdpico da teoria aditiva dos
nimeros, que chamamos de particoes de um inteiro. O conceito basico das particoes de
um inteiro positivo é bem simples e nao soa nada assustador. Como exemplo, imagine que
voce disponha de 4 camisas e queira guarda-las em uma comoda que possua 4 gavetas. Voceé
pode realizar essa tarefa das seguintes formas: guardar todas as 4 camisas em apenas uma
gaveta; separa-las em dois grupos iguais e usar apenas duas gavetas; colocar 3 camisas em
uma gaveta e 1 em outra; 2 camisas em uma gaveta, 1 em outra gaveta e 1 em outra dife-
rente das duas anteriores; cada camisa em uma gaveta da comoda. Basicamente, estamos
separando as camisas em subconjuntos, e no caso das parti¢goes nao importam as gavetas.
Com auxilio do exemplo acima vimos que podemos escrever o numero 4 das seguintes for-
mas como soma de inteiros positivos: 4,3+ 1,24+2,2+1+1el1+ 1+ 14 1. A analogia
feita acima usando as camisas e as gavetas nos fez mostrarmos quais sao as particoes do
inteiro 4, ou seja, as possiveis formas de escrever o niimero 4 como soma de inteiros positi-
vos. Denotamos por p(n) o nimero de partigoes de n. Como visto antes, temos que p(4) = 5.

A teoria aditiva dos nimeros, pertence a grande area teoria dos nimeros, a qual Gauss
apelidou de “rainha da matematica”, devido a sua grande importancia. A teoria das parti¢oes
possui muitos resultados classicos e importantes que ajudaram no desenvolvimento da com-
binatéria no século XX. Ela teve inicio no século XVIII com o Tratado de FEuler, em que foi
introduzido as partigoes de inteiros como nés conhecemos.

Muitos matemaéticos, como Hardy, Schur, Sylvester e Ramanujan ajudaram a desen-
volver a teoria. Srinivasa Ramanujan, matematico indiano, que em 2015 teve sua trajetoria
contada no filme “The man who knew infinity”, enviou uma carta a Hardy onde demonstrava
120 teoremas que muitos sonhavam em demonstrar. Mais tarde, em Londres, em parceria
com Hardy, varios resultados da teoria dos ntimeros foram demonstrados por Ramanujan.



E antes de morrer, Ramanujan ainda enunciou outros importantes resultados que posterior-
mente foram demonstrados por outros matematicos. Os resultados, identidades e enunciados
de Ramanujan impulsionaram consideravelmente a teoria das parti¢oes, tornando objeto de
estudo de muitos matematicos.

Neste trabalho, procuramos apresentar os conceitos iniciais da teoria das particoes,
bem como apresentar alguns resultados importantes. Nosso foco é nas duas mais utilizadas
técnicas dentro da teoria: as provas bijetivas e o uso de fungoes geradoras. Este trabalho foi
dividido em dois capitulos, que passamos a descrever a seguir.

O capitulo 1 trata-se de uma explanagao sobre os contetidos bdsicos da teoria dos
nimeros e alguns de seus resultados importantes. Para esta parte do trabalho usamos
como base [I, 2 3] e discorremos dentre outros tépicos sobre, a equivaléncia entre as duas
formas do principio de indugao e o principio da boa ordenagao, além de, conceitos como
divisibilidade, nimeros primos, congruéncia linear e sequéncias recorrentes lineares.

O capitulo 2 é voltado diretamente para a teoria das particoes de inteiros. Conceitos
bésicos serao definidos e entao, passaremos a tratar das duas principais técnicas de seu
desenvolvimento, as provas bijetivas e as funcgoes geradoras. Buscamos demonstrar ou ao
menos dar uma ideia dos resultados enunciados neste capitulo desenvolvidos pelos grandes
matematicos da area. Baseamos esta parte do trabalho em [4].



CAPITULO 1
FUNDAMENTOS DE ARITMETICA

Neste capitulo iremos de maneira sucinta introduzir alguns conceitos da teoria basica dos
numeros, além de alguns resultados de extrema importancia. Mostraremos a equivaléncia
entre as duas formas do principio de indugao e o principio da boa ordenagao, além de topicos
de teoria numeros como divisibilidade, niimeros primos, congruéncia linear e sequéncias
recorrentes lineares. Para mais detalhes sugerimos [11, 2, [3].

1.1 Inducao e boa ordenacao

Nesta segao apresentaremos as duas formas do principio de indugao finita e o principio da
boa ordenacao, que como veremos sao equivalentes. Estas sao ferramentas importantes na
demonstracao de muitos resultados na teoria dos niimeros.

Principio de indugao finita (PIF) (1 forma)

Suponha que para cada n > ng inteiro tenha-se uma afirmativa P(n) que satisfaca as se-
guintes propriedades:

(i) P(ng) ¢ verdadeira;
(ii) Sempre que P(k) é verdadeira para algum k > ng, entdao P(k + 1) é verdadeira.
Entao P(n) é verdadeiro para todo n > ny.

Exemplo 1.1 Vamos mostrar utilizando indugao sobre n que

R P — T vn>1
n = e — , n_ .
1x2 2x3 3x4 nn+1) n+1




Inducao e boa ordenacao

(i) S1 =15 =5 =17, logo P(1) € verdadeira.

(11) Suponha por hipdtese de indug¢ao (HI) que o resultado seja vdlido para n =k, isto é

S S S u
FTIx2 T 2x3 T T k(k+1) k+1
Dai, sen =k+ 1, temos
S I S !
T T2 k(k+1) " (k+1)(k+2)
_ ko 1
C/!H (k+1)(k+2)
k(k+2)+1
(k+ 1)(k+2)
kK H2k 41
IUEENES)
(k+12*  k+1

Tkt D)(k+2) k+1+1

Portanto, pelo principio de inducdo finita, o resultado € valido para todo n > 1.

Principio de indugao finita (2* forma)
Suponha que para cada inteiro n > ng se tenha uma afirmativa P(n) que satisfaga:
(i) P(ng) é verdadeira.
(ii) Se P(k) é verdadeira para todo k tal que ng < k < n entao P(n + 1) é verdadeiro.
Entao P(n) é verdadeira para todo n > ny.
Exemplo 1.2 A sequéncia de Fibonacci F,, € a sequéncia definida recursivamente por
Fb=0F=1F, 1 =F,+F,1, Vn>1.

Vamos mostrar que F, = aa:g , onde o = %5, B = %5

s@o as raizes de x* = x + 1.

Primeiro note que o®> = a+1 e f2 = B+ 1, dai temos
"t =a" +a"t e beta" ="+ B (1.1)

Agora, fazendo indugao sobre n temos:
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(i)

0_ 10 1—-1 1_ pp1 _
a—pf a—f a—f a—f
(i1) Suponha por hipdtese de indugdo que a formula € vadlida para todo k, tal que 0 < k < mn,
1sto €,
k _ pk
o
a—p
Daf,
n __ an n—1 _ on—1
Foa=F,+F,_= o =P +2 b (Pela hipdtese de indugao)
a—f a—f
o™ + Oén_l _ ﬂn + 6n—1 O(n—H _ ﬂTH-l
- e = s

Principio da boa ordenacao (PBO)

Dizemos que um conjunto S C R ¢é limitado inferiormente, se existe um nimero a € R
tal que a < s,Vs € S. Neste caso , a é dito uma cota inferior de S. Se a cota inferior
pertence a S, dizemos que ela é o menor elemento de S.

Proposicao 1.1 (PBO) Seja S C Z um conjunto nao vazio limitado inferiormente. Entao
S possui menor elemento.

Exemplo 1.3 Usando o PBO vamos mostrar que

1 1 1 n
+o = n>1

Sn: ’ )
%2 2x3 nn+1) n+1 -

Seja F' = {n eN*: S, # HLH} e suponha F # (. Jd temos F C 7Z, por construcgio e ainda

1 1
S| = 1X2=m:1¢F:1 ¢ cota inferior de F.
-1
Pelo PBO eziste a € F menor elemento de F', daia—1 ¢ F, isto €, S,_1 = a—' Note

a—1+1



Inducao e boa ordenacao

que,

I S
“1x2 (a—1)a ala+1)
1
ala+1)
a—1 1
a +a(a—l—l)
(a—1)(a+1)+1
ala+1)

CL2

= Og-1+

ala+1)
_a
S a+ 1

o que é um absurdo, poisa € F). Portanto F =, isto é, S, = s Vn > 1.

Proposicao 1.2 Sdo equivalentes os sequintes principios:
(i) PBO;
(i) PIF(1* forma);
(111) PIF(2* forma).
Demonstragao: Vamos mostrar que (i) = (i1) = (iii) = (7).
(1) = (i)
Hipoteses:

e P(ng) é verdadeiro.
o P(k) é verdadeiro = P(k + 1) é verdadeiro.

e PBO.
Tese: P(n) é verdadeiro para todo n > ny.

Seja F' o conjunto dado por

F={n>ng,neZ:P(n) éfalsa}.
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Suponha F' # (). F C Z, por construgao. Por hipétese P(ng) é verdadeiro, logo ng ¢ F e
entdo ng é cota inferior de F. Pelo PBO, existe k € F' menor elemento. Dai, k —1 ¢ F e
entdao P(k — 1) é verdadeiro. Logo por hipdtese P(k) é verdadeiro, que é um absurdo, pois
k € F. Portanto F' = () e dai P(n) é verdadeiro para todo inteiro n > ng.

Hipoteses:
e P(ng) é verdadeiro.

e Se P(k) é verdadeiro Vk € N tal que ng < k < n, entdo P(n+ 1) também é verdadeiro.

e PIF (1* forma).

Tese: P(n) é verdadeiro Vn > 1.

Por hipé6tese P(ng) é verdadeira, além disso, se P(k) é verdadeira Vk € N tal que ng < k <n
entdao P(n+1) é verdadeira. Em particular, P(k+1) é verdadeira, logo pelo PIF (1* forma),
P(n) é verdadeira ¥ n > ny.

Hipoéteses:
o SCLZ.
. 54D
e S limitado inferiormente.
e PIF (2* forma).

Tese: S possui menor elemento.

Suponha que S ndo possua menor elemento e considere a sentenga P(n) : n ndo é um ele-
mento de S. Como S é limitado inferiormente e nao possui menor elemento, existe ng tal
que ng < s Vs € S. Portanto ng ¢ S e dai P(ng) é verdadeiro.

Assuma que P(n) é verdadeiro ¥V ng < n < k, logo P(k + 1) é verdadeiro também, pois se
nao fosse implicaria que k + 1 seria um elemento de S e neste caso seria o menor elemento
de S que por hipdtese nao existe. Entao temos,

e P(ng) verdadeiro.



Divisibilidade 9

e P(n) verdadeiro, ¥V ny < n < k = P(k + 1) verdadeiro.

Dali, pelo PIF(2* forma), P(n) é verdadeiro para todo n > ng. Logo S = 0, o que contradiz
a hipétese. Portanto S possui menor elemento.
u

1.2 Divisibilidade

Dentre os resultados apresentados nesta se¢ao destacamos o Algoritmo da Divisao (Teorema
, que nos garante a existéncia e a unicidade do quociente e resto na divisao de intei-
ros. Outro resultado importante sera apresentado no Teorema sobre a reprentacao de
um nimero em uma base. Demonstraremos também, alguns critérios de divisibilidade de
nimeros escritos na base 10.

Dados dois inteiros d e a, dizemos que d divide a e denotamos por d | a se existir um
inteiro ¢ tal que a = gd. Caso contrario, escrevemos d 1 a.

Exemplo 1.4 —5 | 10, pois 10 = —5(—2).

10 1 =5, pois nao existe q € Z, tal que —5 = ¢10.
Lema 1.1 Sejam a,b,c,d € Z. Temos:

(i) Sed|aed]|b entiod | ax+ by para qualquer combinagdo linear ax + by de a e b com
coeficientes x,y € 7.

(i1) (Limitagdo) Se d | a, entdo a =0 ou |d| < |a]
(i1i) (Transitividade) Se a | b e b | c, entdo a | c.
Demonstragao:

(i) Se d | a e d | b, entao existem qy,qs € Z tais que a = ¢1d e b = god. Logo, ax + by =
qrdx + gody = d(q1z + qoy) e como (q1x + qoy) € Z entdo d | ax + by.

(ii) Suponha que d | a e a # 0. Dai, a = gd e ¢ # 0. Logo, |q| > 1 e |a| = |q||d]| > |d]| e
portanto |d| < |al.

(iii) Sea|beseb|centdo existem d,e € Z tais que b = ad e ¢ = be. Dal, ¢ = ade = (de)a.
Portanto a | c.
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1.2.1 Algoritmo da divisao, mdc, mmc

Apresentaremos a seguir o algortimo da divisao de Euclides (Teorema [1.2)), tal algoritmo
aparece no livro VII dos “Elementos”de Euclides, escrito por volta de 300 a.C. e nos garante
existéncia e a unicidade do quociente e resto na divisao de inteiros. Antes disso, veremos o

Teorema de Eudoxius (Teorema [1.1).

Teorema 1.1 (Eudoxius) Se a e b sdo inteiros com b # 0, entao a é maltiplo de b ou se
encontra entre dois multiplos consecutivos de b. Em outras plavaras, se a e b sao inteiros
com b # 0, entao existe um inteiro q tal que

gp<a<(g+1)b (se b>0) e ¢b<a<(qg—1)b (se b<0)

Teorema 1.2 (Algoritmo da Divisao) Dados dois inteiros a e b com b > 0, existe um
unico par de inteiros q e r tais que

a=qgb+r e 0<r<b

Demonstracao: (Existéncia) Sejam a e b inteiros tais que b > 0. Pelo Teorema de Eudoxius,
existe um inteiro ¢ tal que ¢b < a < (¢ + 1)b. Agora observe que, a = gb + (a — gb) e
0<a-—qb<b,jaque

gp<a<(@g+lb=gp—gp<a—qgb<(qg+1)b—qgb=0<a—qb<b.
Logo, existem inteiros g e r =a —¢gbtaisquea=qgb+re 0 <r <b.

(Unicidade) Suponha que existam inteiros 71,79, q1, ¢ tais que a = ¢1b + r1, a = q2b + 19,
0<r;<be0<ry<b. Dai, seque que

(ql—QQ)b:TQ—Tl [§] —b<7”2—7‘1<b. (12)

Em outras palavras, ro — r; é um multiplo de b e esta entre —b e b. Logo ro — r; = 0, isto
é, 11 = rg. Assim, de (1.2)) obtemos (¢ — ¢2)b = 0. Como b # 0, temos que ¢; — ¢2 = 0 e,
consequentemente q; = ga.

]

Definicao 1.1 Sejam a,b € Z com a # 0 ou b # 0 e D, e Dy o conjunto de divisores de a
e b, respectivamente. D, N D, € finita (pela “Limitagcao”(ii)) e nao vazia jd que o 1 pertence
a D, N Dy. Como D, N Dyé finita, este conjunto possui elemento mdximo, que chamaremos
de mdximo divisor comum (mdc) dos nimeros a e b e denotamos mdc(a,b).
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Quando a = b = 0 convencionamos mdc(0,0) = 0 e quando mdc(a,b) = 1 dizemos que
a e b sao primos entre si.

Teorema 1.3 (Teorema de Bézout) Se d é o mdximo divisor comum de a e b, entdo
existem inteiros m e n tais que
d = ma + nb

Teorema 1.4 Se a | bc e mdce(a,b) =1, entdo a | c.

Demonstragao: Como mdc(a,b) = 1 pelo Teorema de Bézout existem inteiros m e n tais
que ma+nb = 1. Multiplicando ambos os lados desta igualdade por ¢ temos m(ac) +n(bc) =
c. Como a | ac e por hipétese, a | be, entao a | c. [ |

Se denotarmos por M, o conjunto dos multiplos positivos de n, dados a,b € Z com
a,b # 0, entdo a intersecao M, N M, é nao vazia (ja que |ab| € M, N M,), logo pelo PBO,
M, N M, possui elemento minimo. Tal nimero é chamado minimo multiplo comum
(mmc) dos ntimeros a e b e 0 denotamos por mmc(a,b).

1.2.2 Representacao de um nimero em uma base

Estamos tao acostumados com nosso sistema de representagao na base 10, que dificilmente
nos atentamos que essa, apesar de mais utilizada, nao é a unica forma de representar um
nimero inteiro. Os computadores, por exemplo, trabalham na base 2. Vejamos de maneira
bem simplificada como funciona a representacao em outras bases. Seja b > 2 um nimero
inteiro. Entao todo niimero inteiro positivo a pode ser escrito de maneria tinica da seguinte
forma:

a = anb" + an_lb”_l + -+ Cle -+ QAo

em que, 0 < a; < b, para todo 0 <17 < n.

Exemplo 1.5 Vamos representar 32 na base 5. Primeiro observe que

32=6x5+4+2
6=1x5+1
1=0x5+1.

Agora note que
32=6x54+2=(1x5+1)x5+2=1x5"+1x5+2,

ou seja, a representacdo de 32 na base 5 é (112)5. Os algarismos 1,1,2 sdo exatamente os
restos das divisoes efetuadas, tomadas de baizo para cima.
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Teorema 1.5 Dado um numero natural a > 0 e um natural b > 2, existe e € unica a
representacao de a na base b.

Demonstracao: Para a = 0, vemos que o resultado é, trivialmente, verdadeiro. Para a > 0,
suponhamos por indugao, que o resultado seja vélido para todo natural ¢, 0 < ¢ < a, ou
seja, suponhamos que ¢ possa ser escrito de maneira inica como

c:anb”—l—an,lbnfl—|—~~~—|—a1b—|—a0; Ogai<b.

Devemos mostrar que o resultado é verdadeiro para o natural a. Pelo Algoritmo da Divisao,
existem e sao unicos os naturais ¢ > 0 e 0 < r < b, tais que a = qb + r.

Se ¢ = 0, entao a = r. Neste caso a coincide com sua representacao na base b.
Se ¢ > 0, como b > 2, temos que

a=qb+r>2q+1r>2q>q.
Logo, pela hipotese de indugao, podemos escrever de modo tnico
g =apb" + ap 10"+ Fab+ag
e, portanto,
a=qgb+7r=a,b"" +a,_ 10"+ +arb® +ab+70<r<b.

Obtemos, entao, uma representacao de a na base b. A unicidade dessa representacao segue
da unicidade de g e r, dados pelo Algoritmo da Divisao, e da unicidade da representagao de
g na base b (hipdtese de indugao).

[ ]

Critérios de divisibilidade na base 10

Enunciaremos e demonstraremos agora alguns critérios de divisibilidade, supondo sempre
que o numero esteja na base 10, que é a mais utilizadas na pratica.

Critério de divisibilidade por 2: Um nimero natural é divisivel por 2 se, e somente
se, o algarismo das unidades for divisivel por 2.

Critério de divisibilidade por 3: Um ntimero natural é divisivel por 3 se, e somente
se, a soma de seus algarismos for divisivel por 3.

Critério de divisibilidade por 5: Um nimero natural é divisivel por 5 se, e somente
se, o algarismo das unidades for 0 ou 5.
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Critério de divisibilidade por 9: Um nimero natural é divisivel por 9 se, e somente
se, a soma de seus algarismos for divisivel por 9.

Critério de divisibilidade por 10: Um numero natural ¢ divisivel por 10 se, e
somente se, o algarismo das unidades for 0.

Demonstracao: Comecaremos com as demonstragoes dos critérios de divisibilidade por 2,
5 e 10.

Seja ¢ um numero inteiro na base 10, assim podemos escrever
a=a,10" + a,_110"" + - 4 a210* + a110 + ao
em que, 0 < a; <9, para todo 0 < i < n. Colocando 10 em evidéncia temos:
a=10(a,10"" + a, 110" 2 + -+ + ag10 + ay) + ag
em que, 0 < a; <9, para todo 0 < ¢ < n. Dal, a sera divisivel por 10 se, e somente se, aq for 0.
Se abrirmos o nimero 10 como o produto 2 x 5 temos
a=2x5a,10" " +a, 110" + - +ay10+a1) + ag

em que, 0 < a; < 9, para todo 0 < ¢ < n. Logo, a serd um nimero divisivel por 2 se, e
somente se, ag for um nimero divisivel por 2 e a serd um ntmero divisivel por 5 se, e somente
se, ag for 0 ou 5.

Agora para a demonstragao dos critérios de divisibilidade por 3 e por 9 comecaremos obser-
vando que

10=9+1
100 =99 + 1
1000 =999 + 1

10" =999---9+1
e como a é um numero inteiro na base 10, podemos escrever
a=a,10" + -+ 4+ a10% + a; 10 + aq

em que, 0 < a; <9, para todo 0 < ¢ < n. Substituindo os valores das poténcias de 10 em «a
temos:
a=0a,(999---9+1)+---4+0a2994+1)+a1(9+1) +ap
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em que, 0 < a; <9, para todo 0 <7 < n.

Fazendo a distributiva e colocando o 9 em evidéncia temos:
a=9(a,111---14---+all4+a;)+a,+ - +a;+ag

em que, 0 < a; <9, para todo 0 <1 < n. Dai, a sera divisivel por 9 se, e somente se, a soma
de seus algarismos for divisivel por 9.

Agora se abrirmos o nimero 9 como o produto 3 x 3 e distribuirmos um trés temos:
a=3(a,333---34+ - +a33+a13)+a,+---+a+ap

em que, 0 < a; <9, para todo 0 < 7 < n. Logo a sera divisivel por 3 se, e somente se, a
soma de seus algarismos for divisivel por 3.
]

1.3 Numeros primos

Um nidmero inteiro n (n > 1) possuindo somente dois divisores positivos, n e 1, é chamado
primo. Se n > 1 nao é primo dizemos que n é composto. Os numeros primos tem
papel fundamental dentro da teoria dos nimeros e seu estudo foi, e é objeto de trabalho de
inimeros matematicos que se sentem desafiados e intrigados com a falta de resultados mais
precisos sobre a distribuicao destes niimeros ou sobre quais os primos conhecidos. Diversas
conjecturas sobre tais nimeros ainda se encontram abertas até os dias atuais. Nesta secao
traremos importantes resultados como o Teorema Fundamental da Aritmética (Teoremal[L.6)),
que trata sobre a unicidade da representacao de um inteiro como produto de poténcias de
primos, o Teorema de Euclides (Teorema , sobre a infinidade de nimeros primos e os
teoremas e [1.9] sobre os desertos arbitrariamente grandes de nimeros primos e sobre o
produto de k inteiros consecutivos ser divisivel por k!.

Proposicao 1.3 Se p | ab, p primo, entao p | a ou p | b.

Demonstragao: Se pt a, entao mdc(a, p) = 1 o que implica, pelo Teorema [1.4] p | b n
Teorema 1.6 (Teorema Fundamental da Aritmética) Sejan > 2 um nimero natural.
Podemos escrever n de uma unica forma como um produto

n=7Pp1" " Pm;

onde m > 1 é um natural e py < -+ < p,, S40 Primos.
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Teorema 1.7 (Euclides) A sequéncia dos nimeros primos € infinita.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que existe apenas um nuimero finito de niimeros
primos. Seja pi,po,--- ,pr 0 conjunto de todos os nimeros primos. Considere o niimero
n = p;-pa---pp + 1. Obviamente, para cada i € {1,2,---,k}, tém-se p; ¥ n. Por outro
lado, pelo Teorema Fundamental da Aritmética, ou n é primo ou pode ser escrito como um
produto de niimeros primos. Absurdo, pois se n fosse primo terfamos n = p; (em particular,
pi | n) para algum i € {1,2,--- .k} e se n tivesse um fator primo entéo n seria divisivel por
algum p;, em que i € {1,2,--- n}. [ |

Teorema 1.8 Para qualquer inteiro k, existem k inteiros consecutivos todos compostos. Em
outras palavras, existem “desertos”arbitrariamente grandes de niumeros primos.

Demonstragao: Para qualquer inteiro & > 1, o inteiro (k + 1)! é divisivel por todos os
inteiros entre 2 e £+ 1, incluindo o0 2 e 0 £+ 1. Logo os k niimeros consecutivos

(k+1)!+2, (k+1D)'+3, ..., (k+D!'+k *k+D'+(k+1)

sao compostos pois, (kK + 1)! + 2 é maltiplo de 2, (k + 1)! + 3 é maltiplo e 3, e assim
sucessivamente até (k + 1)! + (k + 1) que é miltiplo de (k + 1). Isto mostra que existem
“desertos” arbitrariamente grandes de niimeros primos. ]

Teorema 1.9 O produto de k inteiros consecutivos € divisivel por k!.

Demonstracao: Sejam a e k inteiros tais que a > 0 e k > 0. Note que

(a+1)(a+2)(a+3)---(a+k) (a+k)!:<a+k:).

k! ~ Ak k

Como (“Zk) é inteiro, segue que (a+1)(a+2)--- (a+k) é divisivel por k!l. Isto mostra que o
produto de k inteiros positivos consecutivos é divisivel por k!. Se a sequéncia tiver somente
numeros negativos o resultado pode ser provado de forma andloga (no maximo teremos uma
mudanga de sinal). Se a sequéncia tiver niimeros negativos e positivos, ela ird conter o zero

e, consequentemente, o produto serd zero, que obviamente é multiplo de k!. [ ]

1.4 Congruéncia linear

Uma equacao da forma ax + by = ¢, na qual x e y sdo variaveis e a,b e ¢ sao constantes
(ntimeros inteiros), em que estamos interessados apenas nos pares (x,y) de nimeros inteiros
que satisfazem a equagao ax + by = ¢, é chamada de equacdo diofantina linear.



16

Fundamentos de aritmética

Teorema 1.10 Sejam a e b inteiros e d = mdc(a,b). Temos que

(i) se dfc, entdo a equagao ax + by = ¢ nao adimite solugdo inteira.

(ii) se d | c, entdo a equagao ax+by = c possui solugdo e se x = xg ey = Yo € uma solugao

particular, entao todas as solugoes sao dadas por

x—xo—l—<g>k e y:y0—<%>k (k € Z).

Demonstracgao:

(i)

Suponha que a equacao ax + by = ¢ possua solucdo inteira. Assim, existem inteiros
Ty e Yo tais que azrg + byy = ¢. Como d = mdc(a,b), segue que d | a e d | b e,
consequentemente, d | (axg + byp), isto é, d | ¢. Portanto se d { ¢, entdo a equagao
ar + by = ¢ nao admite solucao inteira.

Sejam a, b e ¢ inteiros tais que d = mdc(a,b) e d | ¢. Como d = mdc(a,b), pelo Teorema
de Bézout existem inteiros xy e 1 tais que

axo + byy = d. (1.3)

Mas d | ¢, isto é, existe um inteiro k tal que ¢ = kd. Multiplicando ambos os lados
da igualdade (1.3)) por k, obtemos a(kzg) + b(kyo) = c¢. Isto mostra que a equagao
ax + by = ¢ possui pelo menos uma solucao inteira.

Agora vamos mostrar que se (zo, %) ¢ uma solugdo da equacdo axr + by = ¢, entao
(x =x0+ ( ) k,y=1yo— ( ) k;), k € 7Z é também uma solucao desta equacao. Com
efeito, observe que

b a ab ab
a(arg—i—ak)—i—b(yo—al{;) :ax0+by0+(E—E>k:axo+by0:c.

Para concluir a demonstragao, resta mostrar que se x e y sao inteiros tais que ax+by = ¢
entao x = xg + (g) key=1yy— (%) k para algum k € Z. Com efeito, temos que
ar + by = c e axg + byg = ¢. Logo

a b

(ax +by) — (axo+byo) =0=a(r —x9) =b(yo —y) = E(:L’—[Eo) = E(yo—y)
(1.4)

ak  para algum

mas mdc (d, d) =1, logo § | (yg — y) e consequentemente, y =Y — Y

k € Z. Substituindo y = yg — % em . temos x = g + 7.
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Exemplo 1.6 Vamos resolver a equacao diofantina 32x + 9y = 3. Primeiramente vamos
encontrar uma solucao particular para a equacao:

32=3x9+5&5=32-3x09 (1.5)
9=1x54+44=4=9-1x5 (1.6)
F=1xd+lel=5-1x4 (1.7)
4=4x1+4+0
Disso, temos que 0o mdc(32,9) =1 e usando (1.5)), (1.6), (1.7)), temos

1=5—-1x4

=5—-1x(9—-1x15)

=2x5—-1x9

—2x(32-3x9)—1x9

=2x32-7Tx0.

Logo 1 =2x32—T7x9 e consequentemente, 3 =6 x 32 —21 x 9. Dai, (6,—21) € solucao da
equacao 32x + 9y = 3. Pelo teorema anterior, o conjunto solu¢ao da equacao diofantina é

S = {(6+ 9k, —21 — 32k), k€ Z} .

Definigao 1.2 Sejam a e b inteiros. Dizemos que a é congruente a b mdédulo m (m > 0) se
m | (a—b) e denotamos isto por a = b mod m. Semt (a—0b) dizemos que a é incongruente
a b modulo m e denotamos isto por a Z b mod m.

Definicao 1.3 Uma congruéncia linear em uma varidvel é uma congruéncia da forma
ar =b mod m na qual x € a incognita.

Teorema 1.11 Sejam a, b e m inteiros tais que m > 0 e mde(a,m) = d. No caso em que
d1b, a congruéncia ax = b mod m nao possui nenhuma solugdo e quando d | b, ela possui
exatamente d solucoes incongruentes modulo m.

Observacao 1.1 Note que o que o Teorema|1.11 nos diz € que dada uma congruéncia li-
near do tipo ax = b mod m, aplicando a defini¢cao de congruéncia, estamos procurando x
inteiro tal que m | (ax — b) e dai temos ax — b = my para algum y € Z e consequentemente
axr —my = b para algum y € 7.
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Por outro lado, vimos que a equacgao diofantina ax — my = b admite solugdo inteira se, e
somente se, d | b (d = mdc(a,m)) e neste caso a solugao geral é

x:xo—(%>k¢, y:y0—<%>k, com k€ Z,

onde (xg,Yyo) € uma solu¢ao particular. Logo a congruéncia linear ax = b mod m admite
solugdo se, e somente se, d | b e neste caso todas as solug¢oes sao da forma

x:x0—<%>k, com keZ

onde xog € uma solucao particular.

Para encerrar essa segao, vamos enunciar alguns resultados classicos da teoria dos
nimeros envolvendo congruéncias.

Teorema 1.12 (Teorema de Wilson) Se p € primo, entao (p — 1)! = —1 mod p.

Teorema 1.13 (Pequeno Teorema de Fermat) Seja p primo. Se p t a entao
a’~! =1 mod p.

Se n é um inteiro positivo, a funcao ¢ de Euler, denotada por ¢(n), é definida como
sendo o numero de inteiros positivos menores ou iguais a n que sao relativamente primos
com n.

Teorema 1.14 (Euler) Se m ¢é um inteiro positivo e a um inteiro com mdc(a,m) = 1,
entio a®™ =1 mod m.

Teorema 1.15 (Teorema do Resto Chinés) Se mdc(a;, m;) = 1, mde(m;,m;) =1 para
1 # j e ¢; inteiro, entao o sistema

a1x = cymodmy

asx = comodms

asx = cgmodms

a,x = ¢,modm,

possui solugdo e a solugao € unica modulo m, onde m =my -mo---m,.
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1.5 Sequéncias recorrentes lineares

Sequéncias recorrentes sao sequéncias g, T1, T2,... em que cada termo é determinado por
uma dada funcao dos termos anteriores. Dado um inteiro positivo k, uma sequéncia recor-
rente de ordem k£ é uma sequéncia em que cada termo é determinado como uma funcao
dos k termos anteriores:

Toik = f(Tnak—1, Tnik—2y- s Tna1, Tn), Vn €N.

Uma sequéncia (x,)neny ¢ uma sequéncia recorrente linear de ordem k (k é um inteiro

positivo) se existem constantes (reais ou complexas) ¢y, ca, ..., ¢ tais que
k
Tpyk = E CiTnik—j = C1Tpyk—1 + C2Tnyk—2+ -+ Ty, Yn €N,
J=1
Tais sequencias sao determinadas pelos seus k primeiros termos zq, - -+ , Tp_1.

Exemplo 1.7 Progressoes geométricas: x, = aq™ = Tni1 = qT,, Yn € N, em que (x,) é
uma sequéncia recorrente linear de ordem 1.

Exemplo 1.8 Se (x,) € uma progressao aritmética, existe uma constante r tal que T, 1 —
Tn, =71, Vn € N, donde ,419 — Tpy1 = Tpy1 — Tp, Vn € N, ou seja, Tpio = 20,401 —
Tn, Yn € N. Logo, (z,) € uma sequéncia recorrente linear de ordem 2.

Exemplo 1.9 Se x, = P(n) onde P é um polinémio de grau k, entio (x,) satistaz a
recorréncia linear de ordem k + 1 dada por

k
k41

Tptk+1 = Z(-l)]( - 1>xn+kj, Vn € N.

Jj=0 J

Isso € evidente se k =0 (isto €, se P € constante), pois

(041
Tus1 = Y (1) (j . 1)xnj, vn €N

J=0

1 1!
_ 0 _ _
=(-1) (1>xn0 =1 <0!1!) Tp = Tp, Vn € N.

Provando agora o caso geral por inducao, suponha o resultado valido para polinomios de grau
menor que k. Se P € wum polinomio de grau k > 1 entao
Q(zr) = P(x + 1) — P(x) € um polinémio de grau k — 1, donde, por hipdtese de indugao,
Yn = Tpi1 — T, = Q(n) satisfaz a recorréncia

k—1
ok
Yn+k = Z(_l)]< )yn-i-k—l—j) Vn € N7

— j+1
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donde, .
Tnikat = Tnpk = »_(—1) (j _k; 1) (Tnth-j = Tntk—j-1), Vn €N
5=0
e logo,
b . ki k i (k41
S R (E I0) BN R ()

j=0 Jj=0

Exemplo 1.10 Seja z, = (an + b)q"™, donde a,b,q sao constantes. Temos que

Tpi1 — qrn = la(n + 1) +b)¢" ™ — g(an + b)q"

=q¢""Yan+a+b—an—0)
= aq".

Ou seja,
o n+1
Tpy1 — 4T = aq

¢ uma progressao geométrica de razao q, logo
2
Tp42 — Tn41 = Q(xn—‘rl - qxn) = Tpy2 = 2Q$n+1 — g Tnp, Vin € Na

portanto (x,) € uma sequéncia recorrente linear de ordem 2.

O conjunto das sequéncias que satisfazem uma dada recorréncia linear

!
Tpyk = E CiTnik—j, VN €N

Jj=1
é um espaco vetorial, isto é, dadas duas sequéncias (y,) e (z,) que satisfazem esta re-
k k
corréncia (ou seja, Ynix = E CiYntk—j € Zntk = E CjZntk—j, Vn € N) e uma cons-
=1 j=1

tante a, a sequéncia (w,) dada por w, = y, + az,, satisfaz a mesma recorréncia: w, =
k

ZCjwn+k_j7 Vn € N.

j=1
E bastante usual, dada uma sequéncia (z,), estudar a sequéncia obtida pela soma de

seus n primeiros termos s, = E xg. Se (x,) é uma sequéncia recorrente linear, (s,) também
k<n

Spt1 — Sp = E xk—g Tp = Tpy1, n €N

k<n+1 k<n

é. De fato,
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k
Se Tpik = g CjTnyk—j, temOS

j=1
k k
Sntk+1 = Sntk = Tntk+1 = E CiTnthti—j = E Cj(Sntht1i—j = Sntk—j), ¥n €N,
=1 j=1
donde,
k
Sntk+1 = E Cj (5n+k+1—j - 5n+k—j) + Sn+k
=1
k k
= E :Cj(5n+k+17j - E :Cj<5n+kfj) + Sntk
=1 j=1
k k—1
= C1Sp+k + E CjSntk+1—j — CkSn — E CjSntk—j T Sntk
=2 j=1
k—1 k—1
= (1 + Cl>8n+k + E Ci+1Sn+k—j — E CiSn+k—j — CkSn
=1 j=1
k—1
= (L4 c1)Snsk + Y _(Cje18n4h—i) — (CiSnsk—s) — ChSn
=1
k—1
= (L4 c)snsk + Y Snar—j(Cip165) — Csn
=1
k
= (L4 c)snpk + Y Snak—jer(c; — 1) — crsn
Jj=2

Sejach:1+cl,dj:cj—cj,1,Vj:2,--~ ,kedkH:cj,dai

k k+1
Sptk+1 = d1Spik + E djSpik—jr1 + dpr15, = E djSptk—jt1-
Jj=2 Jj=1

1.5.1 A sequéncia de Fibonacci

A sequéncia de Fibonacci é a sequéncia numérica proposta pelo matematico Leonardo
Pisa, mais conhecido como Fibonacci: 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ... Foi a partir de um
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problema criado por ele que o mesmo detectou a existéncia de uma regularidade matematica.
Trata-se do exemplo classico dos coelhos, em que Fibonacci descreve o crescimento de
uma populagao desses animais. A sequéncia é definida pela seguinte recorréncia: Fj, o =
F,.1 + F,. A partir dessa sequéncia, pode ser construido um retangulo, que é chamado
de retangulo de ouro. Ao desenhar um arco dentro desse retangulo, obtemos a espiral
de Fibonacci. A verdade é que a sequéncia de Fibonacci pode ser percebida na natureza.
Sao exemplos disso as folhas das arvores, as pétalas das rosas, os frutos como o abacaxi, as
conchas espiraladas dos caracdis ou as galaxias.

b

” N>

Figura 1.1: Retangulo de ouro e espiral de Fibonacci.

Outro fato interessante, que foi percebido por Fibonacci a respeito da sequéncia que recebe
seu nome, € que o quociente de um nimero da sequéncia com o seu antecessor, converge
a uma constante com o valor aproximado de 1,618, chamada de ntimero de ouro. Ela é
aplicada em analises financeiras e na informatica e foi utilizada por Da Vinci, que a chamou
de divina proporc¢ao, para fazer desenhos perfeitos. Fibonacci apresentou sua sequéncia e
suas observagoes a respeito dela no seu livro Liber Abaci (Livro do Abaco, em portugueés),
o qual data de 1202.

Encontrando uma fungao explicita para F,,

Como dito anteriormente a sequéncia de Fibonacci ¢ definida por
F(]:O, Fi=1 e Fn+2:Fn+1+Fn VneN.

Buscamos agora, uma férmula explicita para F,, em funcao de n. Para conseguirmos, pro-
curaremos progressoes geométricas que satisfazem a mesma recorréncia de F),, ou seja,

QTnZCana aaQ?'éO

satisfaz
Tnt+2 = Tpt1 + Tp, Vn e Na

o que implica que
ag""? = ag"™ + ag" = aq" (¢ + 1)
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em que g + 1 = ¢?. Teremos assim dois valores possiveis para ¢, as duas raizes da equacao
?—q—1=0, que sdo = ‘[ 1+2‘/5. Logo, sequéncias da forma a (%)n eb (%)n satisfa-
zem  a regorrenma %cuna, consequentemente  as  sequéncias da  forma
UYn = (%) +b (%) também satisfazem a recorréncia.

Basta agora encontrarmos valores de a e b tais que yp = 0 e y; = 1 para que tenhamos

y, = F, para todo n (de fato, teriamos yo = Fy,y1 = F}, e por inducdo se k > 2 e y, = F,
para todo n < k, temos Yy = Yp—1 + Yr—2 = Fr_1 + Fy_o = F}). Para isso, devemos ter:

{Zzli;S)er( ):1

e portanto a = == e b = —% Mostramos assim que

1 ([(1+v3\  [1-v5\
() o

Proposicao 1.4 F,, ., = F,F, 1+ Fpoi b, YmneN n>1.

S

Demonstracao: Sejam y,, = Fip € 2 = FnFy1 + Fp Fy. Temos que (Ym) € (2m)
satistazem a recorréncia x,.o = T,11 + Tn, VN € N. Note que

yO:Fn;

y1 = Fya;
ZOZOXFn,1+1XFn:Fn:yO;
21:1XFn,1+1XFn: n+1 = Y1,

portanto como antes z, = y,, consequentemente, F,., = F,F,1 + Fn1F,,
Vm,neN,n>1
[]

Teorema 1.16 mdc(Fp,, Fy,) = Fractmm), YV m,n €N

Demonstragao: Observe primeiro que mdc(F,, F,,11) =1, Vn € N. Isto vale para n = 0,
pois Fy =0 e F; =1 e, por indugao

de<Fn+17 Fn+2) = de(Fn+1, Fn+1 + Fn) = de(Fn+1, Fn) = 1. (18)

Agora note que, se m = 0, mdc(Fp,, F,) = mdc(0, F,) = F, = Fracmmn),Vn € N e se
m = 1, mdc(Fp,, F,) = mdc(1,F,) = 1 = Fi = Foicmn), ¥n € N. Fazendo inducao sobre
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m. Suponha que a afirmacao do enunciado seja valida para todo m < k (onde k£ > 2 é um
inteiro dado) e para todo n € N, ou seja,

mdc(Fr, F) = Fodemn), se m <k.

Queremos provar que, dado n € N, vale pra m = Fk, isto é, que mdc(Fy, ) = Fractin)-
Fazendo indugao sobre n, temos que se n = 0, é claro que

mdc(Fy, F,) = mdc(Fy, Fo) = mdc(Fy,,0) = Fi, = Fraci0)-
Suponha por hipétese de indugao que
de(Fk, FT‘) = Fmdc(k,r)a

para todo r < n. Entao, dado n € N, temos dois casos a considerar:
Se n < k, mdc(Fy, F,) = mdc(F,, Fy.) = Frgcnk) = Finde(k,n), pela hipotese de indugao sobre
m.

Sen >k,

Fo=Foni)tk Fo kb1 + Fy g by,

~—~—
Prop[T4]

logo

mdc(Fy,, F,) = mde(Fy, Fo—pFr—1 + Fri1 Fr) = mde(Fy, Fo—pFr—1)

\:’_/mdc(Fk, Eok) N, Fonde(kn—k) = Fmde(kn)-
hip. ind. sobre n



CAPITULO 2
PARTICOES DE INTEIROS

Neste capitulo, iremos apresentar o nosso principal objeto de estudo neste trabalho, a teoria
das particoes. Compreender, ainda que basicamente, a teoria das particoes, requer passar
pelas duas principais técnicas utilizadas no seu desenvolvimento: as provas bijetivas e as
funcoes geradoras. Na Segao [2.3] veremos como utilizar bije¢oes na demonstracao de resul-
tados envolvendo particoes. E na Secao|2.4] apresentaremos e utilizaremos em demonstracoes
as funcoes geradoras, o que por alguns estudiosos, foi a maior contribui¢ao para o estudo das
particoes de inteiros. Tentamos demonstrar, ou pelo menos dar a ideia das provas, da mai-
oria dos resultados aqui apresentados, entretanto, muitos outros resultados foram omitidos,
sendo assim, sugerimos, como passo inicial no estudo das partigoes, o texto apresentado em
[4].

Defini¢ao 2.1 Para cada inteiro positivo n, p(n) é o nimero de maneiras de se representar
n como soma de inteiros positivos, chamados partes, na qual a ordem dessas partes nao
importa. Cada uma dessas somas é chamada de particao de n.

Exemplo 2.1 Sequem listadas abaizo as parti¢oes de 3, 4, 5 e 6.

3 4 3 6
2+1 3+1 4+1 5+1
1+1+1 2+2 3+2 4+2

2+1+1 3+1+1 4+1+1
I+1+1+1 2+2+1 3+3

2+1+1+1 3+2+1

I1+14+1+1+1 3+1+1+1
2+2+2

25
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24+24+1+1 2+1+14+1+1 I+1+1+1+1+1

Do exemplo acima temos que p(3) = 3, p(4) = 5, p(b) = 7 e p(6) = 11, além
disso, quando falarmos de particoes de 0, nds a definiremos como sendo igual a 1, ou seja,
p(0) = 1, j& que o unico conjunto que a representaria seria o vazio. Para termos uma
nogao de quao rapido é o crescimento de p(n) listamos a seguir alguns valores: p(20) = 627,
p(100) = 190569292, p(200) = 3972999029388. Note que, pela defini¢do, em uma particao
de n nenhuma parte supera n, além disso, a ordem das partes nao esta sendo considerada.

Seja pg(n), o nimero de parti¢oes de n tendo k como a maior parte. Com ajuda do
Exemplo [2.1] temos que p2(3) = 1, p3(5) = 2, pa(5) = 1, ps(6) = 1 e p3(6) = 3. Para um

inteiro qualquer, temos: p,(n) =1 e pr(n) =0, se k > n e além disso, Zpk.(n) = p(n).
k=1

2.1 Representacoes graficas de particoes

As representacoes graficas das particoes sao fundamentais no estudo da teoria. Elas facili-
tam, por exemplo, a compreensao de diversas demonstracoes. No decorrer do trabalho, ficara
natural ao falarmos de uma dada particao, associarmos algumas das suas representacoes
graficas que apresentaremos.

Uma particao de um inteiro n positivo pode ser representada graficamente por meio
de um arranjo de n pontos no plano, constituido de s linhas em ordem nao crescente. Em
cada linha deste arranjo colocamos um nimero de pontos igual a cada uma de suas partes.
Chamamos essa representacao de grafico de Ferrers da particao.

Exemplo 2.2 Os graficos de Ferrers das particoes 5+4+4+1e6+4+3+3+ 1 sao,
respectivamente

Uma representagao grafica de uma particao na qual usaremos quadrados em vez de
pontos na representacao de Ferrers serd chamada de diagrama de Young.

Exemplo 2.3 A representacao da particao 4 + 3+ 1 de 8 no diagrama de Young é
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Observacao 2.1 Utilizaremos principalmente a representacao por pontos, mas ao nos re-
ferirmos ao grdfico de Ferrers, podemos também considerar a representacao pelos pequenos
quadrados.

efinicao 2. quadrado de Durfee de uma particao € o maior quadrado que conse-
Definicao 2.2 O drado de D d t drad
gquimos colocar “dentro”do grdfico de Ferrers de uma particao, exigindo-se que seu canto

superior esquerdo coincida com o canto superior esquerdo do grdfico de Ferrers.

Exemplo 2.4 A particao 4+ 4+ 2+ 1+ 1 tem quadrado de Durfee de lado 2.

Se no grafico de Ferrers de uma particao de n trocarmos as linhas pelas colunas, obtemos
o grafico de Ferrers de uma outra particao de n, que chamaremos de particao conjugada
da particao considerada.

Exemplo 2.5 Os graficos de Ferrers das particoes 3+ 3+ 2+ 24+ 1+ 1 e sua respectiva
conjugada 6 + 4 + 2 sao

Exemplo 2.6 Os grdficos de Ferrers das particoes 7+ 1 e sua respectiva conjugada 2+ 1+
1+1+1+1+1 sao
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Como veremos nos resultados a seguir, a representacao grafica de uma particao é de
grande utilidade em demonstragoes. A partir de agora, iremos associar uma particao a sua
representacao em um grafico de Ferrers, de modo que quando falarmos da conjugacao de
uma particao estaremos nos referindo a conjugacao de seu grafico de Ferrers.

Teorema 2.1 Seja qx(n) o numero de parti¢oes de n tendo exatamente k partes. O nimero
pr(n) de particoes de n tendo k como a maior parte € igual ao nimero qg(n).

Demonstracao: Usando a operacao “conjugacao”definida no conjunto das partigoes de n,
teremos que toda particao de n tendo k como maior parte é transformada em uma particao
possuindo exatamente k partes e vice-versa. [

Corolario 2.1 Seja n um inteiro positivo. O numero de particoes de n com partes menores
ou iguats a k € igual ao numero de particoes de n com no mazrimo k partes.

Demonstracao: Da mesma forma, como no teorema anterior, basta usarmos a operagao
“conjugagao”. [

Teorema 2.2 Seja n um inteiro positivo. O numero de particoes de n em que cada parte
aparece pelo menos duas vezes € igual ao numero de particoes de n em partes maiores do
que 1 e tais que inteiros consecutivos nao aparecem como partes.

Demonstracao: Usando novamente a operagao conjugacao de uma particao de n na qual
cada parte aparece ao menos duas vezes, teremos uma particao com partes maiores do que
1 e com inteiros consecutivos nao aparecendo como pares e vice-versa. [

Como exemplo da demonstracao acima observemos o grafico de Ferrers da particao
44+442+24+1+1+1 edesuaconjugada 7+ 4 + 2+ 2:

Vemos que, pelo fato de cada parte aparecer pelo menos duas vezes, na particao conjugada,
a menor parte sera pelo menos 2 e que inteiros consecutivos nao poderao ocorrer como partes.

No que segue, utilizaremos a notacao p(n|x) quando estivermos falando do nimero de
particoes de n satisfazendo a condicao *.
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Exemplo 2.7 Vamos utilizar a operacao de conjugagao para provar a sequinte identidade:
p(n | partes sao distintas) = p(n | todo inteiro entre 1 e a maior parte aparece como parte).

Quando fazemos a operacdo conjugacdo em uma particio de n qualquer que tenha to-
das as partes distintas, teremos sempre o 1 como parte, ji que a maior linha se tornard a
maior coluna do diagrama de Ferrers da particao conjugada. Se a particao de n tiver apenas
uma parte, nao hd mais o que se fazer, caso contrdrio, da mesma forma, a sequnda linha
da particao de n serd a sequnda coluna do diagrama de Ferrers da particao conjugada e a
unica com este tamanho, logo, nesta mova particao teremos ao menos uma parte 2. Pelo
mesmo argumento anterior sempre teremos uma nova coluna menor que a anterior e conse-
quentemente ao menos uma parte uma unidade maior do que a que tinhamos até entao no
diagrama de Ferrers da particao conjugada. Caso nao tenhamos mais outra linha a conjugar
da particao, a demonstracao termina aqui. Caso contrdrio, repetiremos o mesmo processo.
Feito o processo até que se termine de conjugar todas as linhas da particao de n teremos
assim, uma nova particao em que todo inteiro entre 1 e a mator parte aparece como parte.

Como exemplo vejamos o grdfico de Ferrers das particoes 7T+ 5+ 3+ 1 e sua conjugada
44+34+34+2+2+1+1 del6 como forma de tornar mais clara a argumentacdo acima:

Dizemos que uma particao é autoconjugada se ela for igual a sua particao conjugada.
Por exemplo, é facil ver que 3+2+1e 5+ 3+ 3+ 1+ 1 sao autoconjugadas, tal verificacao
pode ser feita facilmente através de seus respectivos graficos de Ferrers.

Teorema 2.3 Seja n um inteiro positivo. Entao, o nimero de parti¢oes autoconjugadas de
n € igual ao numero de particoes de n em partes impares distintas.

Para termos uma ideia da prova deste teorema e ilustrar tal transformacao usaremos
como exemplo a particao 7+5+5+4+ 3+ 141 de 26. Vemos que, o numero de pontos
em cada uma das “linhas”’em formato de L é impar e estes niimeros sao necessariamente
distintos.
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Neste caso, considerando cada parte pelo nimero de pontos sobre cada “linha”teremos a
particao 13 + 7+ 5+ 1 de 26.

Da mesma forma dando-nos uma particao contendo apenas niimeros impares distintos,
podemos colocé-los em formato L como mostrado acima e desta forma obtemos o gréafico de
Ferrers de uma particao autoconjugada.

Como exemplo usaremos a particao 11 +9 + 5 + 3 de 28.

[

Note que, esta particao é claramente autoconjugada.

Coroldrio 2.2 p(n) é impar se, e somente se, o nimero de parti¢oes de n cujas partes sao
impares e distintas € impar.

Demonstracgao: Pelo Teorema o numero de particoes autoconjugadas de n ¢ igual ao
nimero de particoes de n em partes impares e distintas, dai podemos mostrar entao que

p(n)é impar < numero de partigdes de n  autoconjugadas é impar.
Note que,
p(n) = partigdes autoconjugadas + partigdes que nao sao autoconjugadas (2.1)

Observe que o nimero de parti¢oes de n que nao sao autoconjugadas é par, ja que, quando
conjugamos uma dada particdo A, teremos como resultado uma nova particdo B que é
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diferente de A e se conjugarmos B resultaremos novamente em A, ou seja, cada particao que
nao é autoconjugada estd associada a uma outra partigdo. A partir disso e de ([2.1)) temos
que p(n) é impar se, e somente se, o numero de parti¢coes de n autoconjugadas é impar. m

2.2 Um limite superior para p(n)

A busca por uma férmula para a fungao p(n) foi um fator relevante no desenvolvimento da
pesquisa em teoria de partigoes, uma vez que quanto maior o valor de n, maior era o valor
de p(n), que nao parecia ter nenhum controle ou padrao de crescimento. Neste trabalho,
nao temos como foco apresentar resultados relacionados a essa busca por férmulas, porém
achamos interessante falar sobre um limitante para a funcao. Veremos agora que a funcao
p(n) é limitada pelos nimeros de Fibonacci, apresentados em . Primeiro mostraremos
na proposigao a seguir que p(n) é uma funcao crescente.

Proposicao 2.1 Para todo inteiro positivo n > 2 temos
p(n) > p(n —1).

Demonstracao: De fato, observe que, de cada particao de n — 1 obtém-se uma particao de
n se adicionarmos uma linha com um tnico ponto ao seu grafico de Ferrers. Note também
que cada particao de n possuindo em seu diagrama uma linha formada por um tnico ponto
torna-se uma particao de n — 1 se retirarmos esta linha. Assim temos,

p(n) = p(n — 1) + p(n | ndo hé parte igual a 1) > p(n — 1), Vn >2 (2.2)

e portanto, p(n) é uma fungao crescente. [ |
Observemos agora que

p(n — 2) = p(n | existe a0 menos uma parte 2). (2.3)

De fato, acrescentando uma parte 2 em qualquer particao de n — 2, obtemos particoes de
n com ao menos uma parte 2. E, inversamente, se removermos uma parte 2 das particoes
enumeradas por p(n | existe a0 menos uma parte 2) obtemos partigoes de n — 2.

Proposicao 2.2 Para todo inteiro positivo n > 2 temos
p(n | ndo hd parte igual a 1) < p(n | existe ao menos uma parte 2).

Demonstragao: Dada uma parti¢ao contada em p(n | ndo hé parte igual a 1), é claro que
as partes dessa particao sao maiores que 1. Podemos transformar cada particao com partes
maiores que 1 em uma tnica particao com pelo menos uma parte 2, bastando dividir a menor
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parte A (que é maior do que 1) em uma parte 2 e A — 2 partes iguais a 1. E portanto, temos
provado o resultado. [

Combinando ([2.2)) e a Proposicao [2.2 temos

p(n) < p(n—1) + p(n | existe ao menos uma parte 2), Vn > 2 (2.4)

Dai, de (2.4) e (2.3)) temos
p(n) <pn—1)+pn—-2), Yn>2 (2.5)

Mostraremos agora que os numeros de Fibonacci controlam o crescimento de p(n).
Lembramos que os nimeros de Fibonacci sao definidos recursivamente da seguinte forma:

FOIO, Flzl e Fn+2:Fn+1+Fn VnéeN.

Teorema 2.4 Para todo inteiro positivo n, temos que p(n) < F,11, em que F,,11 € 0 (n+1)-
éstmo numero de Fibonacci.

Demonstracao: Vamos provar o teorema fazendo inducao sobre n. Primeiro note que
p(O):1:F1 e p(l):F1:F2:1,

ou seja, o resultado é valido para n = 1. Suponha agora, por hipdtese de inducao, que o
resultado seja verdadeiro para todo k < n, com k > 2. De (2.5 temos

p(n) < p(n—1)+p(n —2).
Aplicando a hipdtese de inducao e a definicao dos ntimeros de Fibonacci temos
p(n) <pn—1)+pn—2) < F,+ F,_1 = F41.

Portanto, o resultado ¢ valido para todo inteiro n > 0. [

2.3 Provas bijetivas

Basicamente se queremos verificar que o nimero de objetos de um tipo A é igual ao nimero
de objetos de um tipo B nao precisamos contar esses elementos. E suficiente fazer pares com
um objeto de cada conjunto, mostrando que cada objeto do tipo A faz par com um objeto
do tipo B e vice-versa. Essa construcao é o que chamamos de bijecao entre os conjuntos A
e B.
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Na teoria de partigoes, afirmagoes como “o numero de particoes de n do tipo A é igual
o numero de particoes de n do tipo B”sao chamadas de identidades em particoes. E
uma prova bijetiva para uma identidade em particoes consiste em se obter uma bijecao
entre o conjunto de particoes do tipo A e o conjunto de particoes do tipo B. Ja vimos
alguns exemplos de provas deste tipo nos teoremas e 2.2l Nesta secao veremos mais
detalhadamente a importancia e utilidade de tais provas.

Teorema 2.5 (Euler) Para qualquer inteiro positivo n,
p(n | partes sao impares) = p(n | partes sao distintas).

Demonstracao: Operacao 1 - De partes impares para partes distintas: dada uma particao
de n em partes impares, se a particao nao possuir partes iguais, nao ha o que fazer, caso
contrario, se tal particao possuir ao menos duas partes iguais, somaremos duas a duas essas
partes iguais e repetiremos esse procedimento até que todas as partes sejam distintas, ou até
que sobre apenas uma parte.

Operacao 2 - De partes distintas para partes impares: dada uma particao de n em
partes distintas, caso todas as partes distintas sejam impares nao temos nada a fazer, caso
contrario, pegaremos cada parte par e a dividiremos por dois, originando duas novas partes
iguais e repetiremos esse procedimento até que todas as partes restantes sejam impares.

Denotando por A e B os conjuntos formados pelas particoes de n em partes impares e
partes distintas, respectivamente, temos que f : A — B definida por f(\) = u, em que u
é a particao obtida a partir de A € A pela operacao 1, é uma bijecao, e devido a Operacao
2, f7Y(u) = \. Com isso temos a prova bijetiva do teorema. |

Observagao 2.2 Quando usarmos no texto a expressao “somar”estaremos nos referindo a
Operacao 1 da demonstragao do Teorema de FEuler e quando utilizarmos a expressao “divi-
dir”estaremos nos referindo a Operagao 2 desta mesma demonstracao.

Exemplo 2.8 Para um inteiro par n > 2, vamos encontrar uma prova bijetiva para as
identidades abaizo:

(i) p(n | partes sio pares) =p (%).
(it) p(n | partes aparecem um nimero par de vezes) = p (%2).
Solucao:

(i) Dada uma particao de n em que todas suas partes sao pares, dividimos cada parte desta
parti¢ao por 2 e assim teremos uma particao de 5. Reciprocamente, dada uma parti¢ao
de 5 multiplicando cada parte desta particao por 2 teremos uma parti¢ao de n. Com
1850 temos uma prova bijetiva para a identidade.



34 Partigoes de inteiros

(11) Dada um particao de n em que as partes aparecem um nimero par de vezes, SOMamos
cada par de partes iguais e posteriormente dividimos estes resultados por 2, logo teremos
uma particao de 5. Reciprocamente, dada uma particao de 35 multiplicamos cada parte
dessa parti¢ao de 5 por 2 e posteriormente abrimos cada produto em uma soma de dois
termos iguais, logo teremos uma particao de n tal que as partes aparecem wum niumero
par de vezes. Com isso temos uma prova bijetiva para a identidade.

Teorema 2.6 Seja n um inteiro positivo. Entao,
p(n | partes € {1}) = p(n | partes sao poténcias distintas de 2)

Demonstracgao: E claro que p(n | partes € {1}) = 1, ja que existe apenas uma parti¢ao de
n formada somente por partes iguais a 1. Usando a operacao “somar” transformamos pares
de numeros 1 em partes 2, na sequéncia os pares de 2 em partes 4 e assim sucessivamente,
logo o conjunto de particoes obtidas tem partes distintas e estas partes estao no conjunto
formado pelas poténcias de 2, ou seja, o conjunto {1,2,4,...}.

Reciprocamente, cada poténcia de 2, digamos 2%, ¢ dividida em um par de poténcias de 2,
2k=1 4 2¥=1  Como a tinica poténcia de 2 que é fmpar é 2° = 1, a operacao “dividir”serd
executada em cada poténcia de 2 até restarem apenas partes iguais a 1. Com isso, temos
que a igualdade do enunciado é de fato verdadeira. [ ]

Os conjuntos para os quais é possivel obter uma bijecao através das operagoes “somar”e
“dividir’sao chamados de pares de Euler. Note que é ficil obtermos novos pares de Euler
a partir de antigos, através da multiplicagao de cada parte por um mesmo inteiro positivo.
Como exemplo, multiplicando a identidade anterior por 3, obtemos a identidade:

p(n | partes € {3}) = p(n | partes distintas € {3,6,12,24,...})

Seja N C N um conjunto de partes. Através da operagao “somar”, pares de partes iguais
sao somados em cada passo do processo até que restem apenas partes distintas. Tal processo
pode ser invertido, ou desfeito, de maneira tnica se dividirmos partes pares em duas novas
partes iguais, através da operacao “dividir”, desde que saibamos quando parar de dividir, ou
seja, quando as partes estiverem no conjunto N. Mas, como exemplo, na identidade acima,
se 3 € N e 6 € N como saberiamos se o correto seria pararmos ao obter partes iguais a 6 ou
partes iguais a 3, pois:

6+6=12 e 3+3+3+3=6+6=12.

Este problema ocorre, se e somente se, existirem em /N dois elementos tais que um é uma
poténcia de 2 vezes o outro. Assim, as operacoes “somar’e “dividir’provam o teorema a
seguir.



Provas bijetivas 35

Teorema 2.7
p(n | partes € N) = p(n | partes distintas € M),

em que N € o conjunto formado por inteiros positivos tais que nenhum de seus elementos
€ igual a uma poténcia de 2 vezes algum outro elemento, e M € o conjunto formado pelos
elementos de N juntamente com produtos de elementos de N por poténcias de 2, ou seja,
M=NulJ2'N.

keN

Teorema 2.8
p(n | a maior parte é 1) = p(n —r | cada parte é < r),

em que n e r Sao inteiros positivos, com n > 1.

Demonstracao: Dada uma particato A=A+ o+...+A;den,comr =X\ > ... > )\, ao
removermos a maior parte, A\j, ficaremos com uma particao Ay + A3 + ...+ \; de n — r tal
que cada parte é menor do que ou igual a r. Claramente este processo é invertivel bastando
acrescentar uma parte r a qualquer particao de n — r com partes menores do que ou iguais
a r. Com isso temos estabelecido uma prova bijetiva. [ ]

Vamos denotar por Ax(n) o nimero de partigdes de n em partes impares, ndo necessa-
riamente distintas, possuindo exatamente k partes diferentes.

Exemplo 2.9 A3(14) =7, pois as particoes contadas por As(14) sao

9+3+1+1

T+5+1+1

T+3+3+1
T+3+1+1+1+1
5+5+3+1
O0+3+3+1+1+1
O+3+1+1+1+1+1+1.

Vamos denotar por Bi(n) o nimero de partigoes de n nas quais cada partigao é formada
por k sequéncias de um ou mais inteiros consecutivos, tais que essas sequéncias nao podem
ser consecutivas.

Exemplo 2.10 Bs3(14) =7, pois as partigoes contadas por Bs(14) sao
104341944418 4442845+1,74542,7444241 e 6+4+3+1.

Observe, por exemplo, que a particio 8+3+2+1 apesar de ser formada por 3 sequéncias de
inteiros, nao € contada em Bs(14), pois as sequnda e terceira sequéncias sao consecutivas.
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Teorema 2.9 (Sylvester) Ax(n) = Bi(n), para quaisquer inteiros positivos k e n.

Para este teorema, iremos apenas ilustrar a demonstracao através de um exemplo. Para
obtermos uma bijegao iremos fazer uma variagao no gréafico de Ferrers das parti¢coes em partes
impares. Na representacao grafica de uma particao as linhas sao alinhadas a esquerda, o que
iremos fazer agora sera alinha-las ao centro. Como exemplo podemos representar a particao
15+ 154+ 15+ 114+ 9 + 3+ 1, uma das partigdes contadas em As(69) por:

L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L ] L] L] L] L]
L] L] L] L] L] L] L] . L] L] L] L] L] L] *
L] L] L] Ld L] L] L] L L] L] L ] L] L] L] L]
. () () () . L] (] . L () ()
L] L] L[] L] L] L] L] L] L]
L ] * L]

Cada parte da nova particao sera obtida contando o numero de pontos sobre cada linha em
L, o que resulta na particao 144+12+11+9+8+7+4+3+1. Observe que esta nova particao
possui partes distintas e exatamente cinco sequéncias separadas: 14,12+ 11,9+8+ 7,4+ 3
e 1, isto é, trata-se de uma partigao contada em Bj(69).

Teorema 2.10 Dados a,b, c inteiros positivos com a >b>1 ea > c > 1 entdo
pla—clb—1 partes, cada parte < c¢)=pla—>blc—1 partes, cada parte < b)

Demonstracao: Considere o grafico de Ferrers de uma particao enumerada pelo lado es-
querdo da igualdade. Vamos transformar essa particao da seguinte maneira: primeiro acres-
centaremos uma nova parte igual a ¢, obtendo uma particao de a com b partes, todas menores
do que ou iguais a ¢. Em seguida, subtrairemos 1 de cada parte da nova particao e obteremos
uma particao de a — b, com no maximo b partes e todas menores que ¢, sendo que a maior
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parte é ¢ — 1. Por tdltimo conjugaremos a mesma e obteremos uma particao de a — b em
¢ — 1 partes e cada parte é no méaximo b. Nao é dificil se convencer de que esta composicao
de transformagoes fornece uma bijecao que prova a identidade do enunciado. [ ]

Teorema 2.11 O numero de particoes de um inteiro positivo n cuja diferenca entre quais-
quer duas partes € > 2 € igual ao numero de particoes de n em partes distintas, onde cada
parte par € maior que duas vezes o numero de partes impares.

Vamos descrever brevemente o processo para demonstrar este teorema através de um
exemplo. Considere o grafico de Ferrers de wuma particio contada por
p(n | diferenca entre quaisquer duas partes é > 2). Ajustaremos as linhas deste grafico
da seguinte maneira: deslocaremos a segunda linha para a direita de forma que o primeiro
ponto desta linha fique na mesma direcao do terceiro ponto da primeira linha e faremos este
mesmo processo sucessivamente para todas as outras linhas de forma que o primeiro ponto
de cada linha coincida sempre com o terceiro ponto da linha anterior. Tracaremos agora
um linha vertical neste diagrama de forma que fique apenas um ponto na tltima linha a
esquerda desta linha vertical. Por exemplo, para 17+ 124 6 4+ 3 + 1, o diagrama modificado
é:

A direita da linha vertical no diagrama acima temos um gréafico de Ferrers de uma particao
e agora vamos reordenar suas linhas colocando as partes impares em ordem nao-crescente e,
depois, as partes pares em ordem nao-crescente:

Agora, ignorando a linha vertical no meio do diagrama e considerando cada linha como uma
parte da nova particao, temos que 14 + 8 + 13 + 3 + 1 serd esta nova particao em partes
distintas e tal que cada parte par é maior do que duas vezes o nimero de partes impares.
Este procedimento fornece uma prova bijetiva para o teorema.
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Relagao de recorréncia para ¢(n)

Relembremos do Teorema que gx(n) é o numero de partigoes de n tendo exatamente k
partes se 0 < £ < n. Vamos agora obter, por meio de bijecoes, a relacao de recorréncia

ar(n) = gr—1(n — 1) + qe(n — k),

onde estamos assumindo

0, se k=0 e n>0 ou k>n ou k<0,
ax(n) =
1, se k=0=n.

Seja Q;(i) o conjunto formado pelas particoes de i com exatamente j partes. Entao,
o numero de elementos de Q);(i) é |Q;(7)| = ¢;(i). Temos que o conjunto Qx(n) é a uniao
disjunta dos seguintes conjuntos

S = {()\1, .. >/\k:) S Qk(n)|)\k = 1},

T ={(A1,.- ., M) € Qu(n)|Ax > 1}
A funcdo f: S — Qx_1(n — 1), dada por

F(A, M) = (Mg, ooy Akm1),

¢ uma bijegao cuja inversa satisfaz f'((p1,..., 1)) = (1,---,pme-1,1).  Logo,
|S| = |Qk—1(n —1)] = gx—1(n — 1). Por outro lado, a func¢do g : 7' — Qr(n — k), dada
por

g( Ay ) =AM — 1,0, A — 1),

¢ uma bijegao cuja inversa satisfaz ¢ '((p1,...,px)) = (w1 + 1,...,ux + 1). Logo,
IT| = |Qxr(n — k)| = qx(n — k). Portanto,

q(n) = [Qr(n)] = [S| +|T| = gr-1(n — 1) + qe(n — k).

2.3.1 Algumas identidades

Vimos que identidades em particoes é algo amplamente estudado e com diversos resultados.
E de fato, esse é um topico que motiva diversos pesquisadores na teoria. No inicio do século
XX, Ramanujan apresentou suas identidades, que até hoje impulsionam diversas pesquisas
na area. Essas identidades intrigaram bastante o mundo matematico, pois eram resultados
relacionados aos primos 5, 7 e 11, mas que porém nao possuiam resultados andlogos para
outros primos. Veremos a seguir, ainda que superficialmente, alguns exemplos de identidades
famosas dentro da teoria.
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Muitas das identidades que vimos até agora tem a forma
p(n | [alguma condi¢ao]) = p(n | partes em N),Vn > 0. (2.6)
Eo caso, por exemplo, de
p(n | partes distintas em M) = p(n | partes em N),
em que (M, N) é um par de Euler. Ou ainda,
p(n | no médximo k partes) = p(n | partes < k).
Dizemos que uma particao tem partes d-distintas se a diferenca entre estas partes é

de pelo menos d. Veja por exemplo na Tabela as particoes em partes 2-distintas dos 11
primeiros inteiros positivos.

n | Quantidade Particoes em partes 2-distintas
1 1 1
2 1 2
3 1 3
4 2 4, 3+1
5 2 5, 4+1
6 3 6, 5+1, 4+2
7 3 7, 6+1, 542
8 4 8, 7+1, 642, 5+3
9 5 9, 841, 7+2, 6+3, 5+3+1
10 6 10, 9+1, 842, 7+3, 6+4, 6+3+1
11 7| 11, 10+1, 942, 8+3, 744, 7+3+1, 6+4+1

Tabela 2.1: Partigoes em partes 2-distintas

Com base na tabela acima iremos construir um conjunto N tal que
p(n | partes em N) = p(n | partes 2-distintas),

ou seja, queremos encontrar uma identidade de parti¢ao da forma (2.6)) envolvendo partigoes
em partes 2-distintas. Comecamos com N = () e entao:

e Deve existir uma particao de 1. Com partes em N = () ndo teremos uma particao de
1, logo devemos ter 1 € N.

e Deve existir uma particao de 2. Como temos uma particao de 2 com partes em
N ={1},1+1, segue que 2 ¢ N.
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Deve existir uma particao de 3. Como temos uma particao de 3 com partes em
N={1},1+1+1, segue que 3 ¢ N.

Devem existir duas partigoes de 4. Com partes em N = {1} temos apenas uma partigao
de 4,1+ 1+ 1+ 1, logo devemos ter 4 € N.

Devem existir duas parti¢oes de 5. Com partes em N = {1,4}, temos duas parti¢oes
de5:44+1,1+41+14+1+1,logo5¢ N.

Devem existir trés parti¢oes de 6. Com partes em N = {1,4} temos duas partigdes de
6:44+14+1,1+1+1+14+1+1, logo devemos ter 6 € N.

Devem existir trés partigoes de 7. Com partes em N = {1,4,6} temos trés parti¢oes
de7:64+1,44+1+14+1,14+1+14+1+1+1+1,logo7 ¢ N.

Devem existir quarto particoes de 8. Com partes em N = {1,4,6} temos quatro
particoes de 8 : 6 +1+1,4+4,44+14+1+1+1,1+14+1+1+1+14+1+1, logo
8¢ N.

Devem existir cinco parti¢oes de 9. Com partes em N = {1,4,6} temos 4 partigdes de
9:6+1+14+1,444+14+1+14+1+1+1,1+14+1+1+14+1+1+141, logo
9¢€ N.

Devem existir seis parti¢oes de 10. Com partes em N = {1,4,6,9} temos 6 parti¢oes
de10:9+1,6+44+4+1+1,4+14+1+1+14+1+1,64+1+1+14+1,1+1+
1+14+14+1+1+1+1+1,logo10¢ N.

Devem existir sete particoes de 11. Com partes em N = {1,4,6,9} temos parti¢oes de
11:94141,64+4+1,44+4+14+1+1,64+1+14+1+1+1,44+1+1+1+1+1+
141,141 41+141+14+1+1+1+1+1,logo11€ N.

Até aqui obtivemos N = {1,4,6,9,11}. Prosseguindo com a argumentacao acima, pode-
se verificar que N = {1,4,6,9,11,14,16,19,21,24,...}. Observe que os elementos em N
sao inteiros que deixam resto 1 ou 4 quando divididos por 5, ou seja, pela Definicao [1.2]
os elementos de N sao todos os inteiros congruentes a 1 ou 4 moédulo 5. Com base na
investigacao que fizemos acima, podemos conjecturar a seguinte identidade

p(n|partes=1 ou 4 mod 5)=p(n|partessdo 2-distintas),

chamada de primeira identidade de Rogers-Ramanujan. Note que nao provamos esta
identidade, apenas temos evidéncias, com base em alguns poucos exemplos, de que ela possa
ser verdadeira. Para tal identidade cabe-se uma demonstracao analitica.
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O mesmo método citado anteriormente pode ser empregado para descobrir a segunda
identidade de Rogers-Ramanujan:

p(n |partes=2 ou 3 mod b5)=p(n|partessao 2-distintase > 1).

Investigaremos brevemente a segunda identidade de Rogers-Ramanujan. Para comegar, cons-
truimos uma tabela com todas as particoes com partes 2-distintas e > 1 paran =1,2,...12.

n | Quantidade | Particoes em partes 2-distintas e > 1
1 0

2 1 2
3 1 3
4 1 4
5 1 5
6 2 6, 4+2
7 2 7, 5+2
8 3 8, 6+2, 5+3
9 3 9, 7+2, 643
10 4 10, 842, 743, 6+4
11 4 11, 942, 843, 7+4
12 6 12, 10+2, 9+3, 8+4, 745, 6+442

Tabela 2.2: Particoes em partes 2-distintas e > 1

Utilizando os dados da Tabela [2.2] vamos procurar um conjunto M tal que as partes das
particoes de n pertencam a M e satisfagcam a seguinte identidade:

p(n|partes sejam 2-distintas e > 1) = p(n|partes em M).

Inicialmente consideramos o conjunto () e vamos construindo o conjunto M:

e Para n = 1, ndo ha particdo em partes 2-distintas e > 1. Assim, p(1 | partes em M)
deve ser zero. Portanto, o nimero 1 nao pertence a M.

e Para n = 2, hd uma particao em partes 2-distintas e > 1. Assim, p(2 | partes em M)
deve ser um. Portanto, o nimero 2 pertence a M. Agora M D {2}.

e Para n = 3, hd uma particdo em partes 2-distintas e > 1. Assim, p(3 | partes em M)
deve ser um. Portanto, o nimero 3 pertence a M. Agora M D {2,3}.

e Para n = 4, ha uma particao em partes 2-distintas e > 1. Assim, p(4 | partes em M)
deve ser um. Como M DO {2,3}, temos a particao 2 + 2. Portanto, o nimero 4 nao
pertence a M.



42

Particoes de inteiros

Para n = 5, hd uma particao em partes 2-distintas e > 1. Assim, p(5 | partes em M)
deve ser um. Como M D {2,3}, temos a particao 2 + 3. Portanto, o niimero 5 nao
pertence a M.

Para n = 6, ha duas partigdes em partes 2-distintas e > 1. Assim, p(6 | partes em M)
deve ser dois. Como M D {2,3}, temos as parti¢oes 3 + 3 e 2 + 2 4+ 2. Portanto, o
nimero 6 nao pertence a M.

Para n = 7, ha duas partigdes em partes 2-distintas e > 1. Assim, p(7 | partes em M)
deve ser dois. Como M D {2, 3}, temos a particao 3+ 2+ 2. Logo, precisamos de mais
uma parti¢do. Portanto, o nimero 7 pertence a M. Agora M D {2,3,7}.

Para n = 8, hé trés particoes em partes 2-distintas e > 1. Assim, p(8 | partes em
M) deve ser trés. Como M D {2,3,7}, temos as partigdes 3+3+2e 2+ 2+ 2+ 2.
Logo, precisamos de mais uma particao. Portanto, o nimero 8 pertence a M. Agora
M 2{2,3,7,8}.

Para n = 9, ha trés parti¢oes em partes 2-distintas e > 1. Assim, p(9 | partes em M)
deve ser trés. Como M D {2,3,7,8}, temos as partigoes 7+2,3+3+3 e 3+2+2+2.
Portanto, o niimero 9 nao pertence a M.

Para n = 10, ha quatro partigoes em partes 2-distintas e > 1. Assim, p(10 | partes em
M) deve ser quatro. Como M D {2,3,7,8} temos as particoes 8 +2,7+3,3+3+2+2
e 2+ 2+ 2+ 2+ 2. Portanto, o nimero 10 nao pertence a M.

Para n = 11, ha quatro parti¢oes em partes 2-distintas e > 1. Assim, p(11 | partes em
M) deve ser quatro. Como M 2 {2,3,7,8}, temos as parti¢oes 843, 7+2+2, 3+3+3+2
e 3+ 242+ 2+ 2. Portanto, o nimero 11 nao pertence a M.

Para n = 12, hé seis parti¢oes em partes 2-distintas e > 1. Assim, p(12 | partes em
M) deve ser seis. Como M D {2,3,7,8}, temos as partigoes 8 +2 4+ 2,7+ 3+ 2,3 +
3+3+3,3+34+2+24+2e24+2+2+2+2+ 2. Logo, precisamos de mais uma
partigdo. Portanto, o nimero 12 pertence a M. Agora M D {2,3,7,8,12}.

Assim, M D {2,3,7,8,12} e se continuarmos com o mesmo argumento, podemos ve-

rificar que M contém {13,17,18,22,23,27,28,...}. Note que obtemos os dois préximos
numeros do conjunto M adicionando 5 nos dois ultimos nimeros da sequéncia. Este con-
junto de numeros pode ser descrito como o conjunto dos inteiros positivos que, quando
divididos por 5, deixam restos iguais a 2 ou 3. Portanto,

p(n |partes=2 ou 3 mod 5)=p(n|partessdao 2-distintase > 1).

O argumento acima nao prova a identidade para todo n, apenas verifica que é verdadeira
para alguns valores de n e encaminha a construcao de M. E importante mencionar também
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que até hoje nao se obteve uma prova bijetiva simples e direta para as identidades de Rogers-
Ramanujan.

Utilizaremos o método utilizado para redescobrir as identidades de Rogers-Ramanujan,
para descobrir uma outra identidade conhecida na teoria das particoes, a identidade de
Schur. Trata-se de uma identidade sobre particoes em partes 3-distintas e nao possuindo
partes consecutivas divisiveis por 3. Primeiro faremos uma tabela na qual listaremos todas as
particoes, paran = 1,2, 3,...,13, com partes 3-distintas e nao possuindo partes consecutivas
divisiveis por 3:

n | Quantidade Particoes em partes 3-distintas e nao
possuindo partes consecutivas divisiveis por 3
1

2

3

4

5, 4+1

6, 5+1

7, 641, 542

8, 7+1, 642

9, 8+1, 7+2

10, 941, 842, 743

11, 10+1, 9+2, 8+3, 7+4

12, 11+1, 1042, 943, 844, 7T+4+1

13, 12+1, 1142, 10+3, 9+4, 8+5, 8+4+1

© 00 IO Ul W=

—
)

11
12
13

N O UL W W WNDN ==

Tabela 2.3: Particoes em partes 3-distintas e nao possuindo partes consecutivas divisiveis
por 3

Agora, com base na tabela acima, vamos construir um conjunto S tal que
p(n | partes em S) = p(n | partes 3-distintas e ndo possui partes consecutivas divisiveis
por 3). Comegaremos com N = () e entdo:

e Deve existir uma particao de 1. Com partes em S = ) nao teremos uma particao de
1, logo, devemos ter 1 € S.

e Deve existir uma particdo de 2. Como temos uma particao de 2 em S = {1},1 + 1,
segue que 2 ¢ S.

e Deve existir uma partigdo de 3. Como temos uma particdo de 3 em S = {1} ,1+1+1,
segue que 3 ¢ S.

e Deve existir uma partigdo de 4. Como temos uma particao de 4 em S = {1}, 1+1+1+1,
segue que 4 ¢ S.
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e Devem existir duas partigoes de 5. Com partes em S = {1}, temos apenas uma partigao
deb5:14+1+1+1+ 1. Assim devemos ter 5 € S.

e Devem existir duas partigoes de 6. Como temos duas partigdo de 6 em S = {1,5},
1+4141+14+1+1e5+1,segue que 6 ¢ S.

e Devem existir trés partigoes de 7. Com partes em S = {1,5}, temos apenas duas
particoesde 7:1+1+14+1+14+1+1e5+ 1+ 1. Assim devemos ter 7 € S.

e Devem existir trés partigoes de 8. Como temos trés partigoes de 8 em S = {1,5,7},1+
1414141414141, 7+1eb+1+1+1, segue que 8 ¢ S.

e Devem existir trés partigdes de 9. Como temos trés partigoes de 9 em S = {1,5,7},
1+14+14+14141+14+14+1,7+1+1eb+1+1+1+1,segueque9 ¢ S.

e Devem existir quatro particoes de 10. Como temos quatro particoes de 10 em
S={1,5,7} , 14+1+1+14+14+1+14+14+1+1,74+1+1+1,5+5e54+1+1+14+1+1
segue que 10 ¢ S.

e Devem existir cinco partigoes de 11. Com partes em S = {1,5, 7}, temos apenas quatro
particoesde 11 : 1 4+14+14+1+1+1+1+1+14+14+1,74+14+14+1+1,5+5+1c¢
5+14+1+1+1+1+1. Assim devemos ter 11 € S.

e Devem existir seis partigoes de 12. Com partes em S = {1,5,7, 11}, temos seis partigoes
de12:1+14+14+1+14+1+1+14+1+14+14+1,74+1+14+14+1+1,5+5+1+1,
5+14+14+14+1+1+1+1,114+1e7+5. Assim devemos ter 12 ¢ S.

e Devem existir sete partigdes de 13. Com partes em S = {1,5,7,11}, temos apenas
quatro particoesde 13 : 1 +14+14+1+1+1+14+14+14+14+1+1+1,7+1+1+
1+1+1+1,54+5+14+14+1,5+14+14+1+14+14+14+1+1,11+14+1e7+5+1.
Assim devemos ter 13 € S.

Até aqui obtivemos S = {1,5,7,11,13}. Prosseguindo com a argumentagao acima,
pode-se verificar que S = {1,5,7,11,13,17,19, 23, 25,29, ...}. Observe que os inteiros em S
sao congruentes a +£1 mod 6 e com isso podemos conjecturar que:

p(n | partes = £1mod 6) = p(n | partes 3-distintas e sem partes multiplas consecutivas de 3),

que é conhecida como a identidade de Schur.

2.4 Funcoes geradoras

As funcoes geradoras estao entre as principais ferramentas utilizadas na solucao de proble-
mas de contagem. Essa técnica teve origem em trabalhos de A. De Moivre (1667 - 1754) e
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quem comecou a emprega-la na teoria aditiva dos nimeros foi Euler. Veremos nessa secao
como utilizar as fungoes geradoras no estudo das particoes.

Uma série de poténcias ¢ uma soma infinita da forma ag + a1z + asx? + aza® + - - -,
em que a;, para ¢ = 1,2,3,..., sao numeros reais e x é uma variavel. Dada uma sequéncia
(a,)ren, & funcao geradora ordindria para esta sequéncia é definida como a série de
poteéncias

2 3
ag + a1x + asxr” + agxr” + .- .

Exemplo 2.11 Pela definicao de func¢ao geradora ordindria acima, vemos que a funcao
dada por

f@)y=1+ax+2*+2°+ 2" +.. .,

€ a funcao geradora para a sequéncia a, =1, parar =0,1,2,3,....

Sabemos que, para |z| < 1,

flr) = 2

11—z
Quando consideramos expressoes como f(x) = 1+x+2°+2° +a* + ..., sabemos do cdlculo
que estamos interessados na func¢ao definida por esta expressao e, portanto, nos importa o
problema de sua convergéncia, isto é, quando f(x) € finito. Desta forma nao nos interessard
0s valores de x com |x| > 1. No nosso contexto de fungoes geradoras estamos interessados
nos coeficientes e raramente iremos atribuir valores para x, sendo assim vamos manipular
€s5as SETies sem nos preocuparmos com convergencia. Implicitamente, estaremos sempre
considerando |x| < 1.

Teorema 2.12 Sendo f(z) e g(x) as fungoes geradoras das sequéncias (a,)ren € (by)ren,
respectivamente, temos:

(i) Af(x)+ Bg(x) € uma fungdo geradora para a sequéncia (Aa, + Bb,),en;

(ii) f(x)g(x) =)D (arbns) | 2"

(iii) A funcao geradora para (ag+ ai + -+ + a,)ren € igual a (1 +x + 22 +---) f(x);

(iv) A fun¢ao geradora para (ra,),en € igual a xf'(x), em que f'(x) € a derivada de f com
respeito a ;

(v) /f(m)dm = Z ncf: 1x”+1.

n=0
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Exemplo 2.12 Vamos encontrar a funcdao geradora ordindria para a sequéncia a, = r.

Pelo Exemplo a fungdo geradora para a sequéncia (1,1,1,1,...) é

1 .
f(w):1_x:1+:6+x2+x5+~--+:v’"+~--

Usando o item iv) do teorema acima, a fung¢ao geradora ordindria procurada € zf'(x). E
como

1
f,(lf):m:1+2x+3$2+4x3+---+7"xr_1+---,

logo
T
wf(e) = 1—x)? =z +220% + 3% 44t a4
Teorema 2.13 Para |z| < 1 temos:

1 D (u—r+1
(1+:U)“:1+u:v—|——u(u2 )x2+u(u ) r‘(u T )x”—l—

Denotando por

temos

(I1+z)" = i (:“f)x

r=0

, U
O ntumero (

>, definido acima, é chamado de coeficiente binomial generalizado.
r
Teorema 2.14 O coeficiente de xP na expansao de

I+ax+a®+a®+--)"

L (n—l—p—l)
¢ igual a )

p

Exemplo 2.13 Sendo (1 +x)% a fungao geradora ordindria para a sequéncia (a,)ren, VaAMOS
encontrar as.

Solugdo: Basta tomarmos o coeficiente de * na expansio de (1 + )1

>© /1 1(1 _
(1+m)411:Z(i)x"zl%—lx—l—Mﬁ—i—-”

4 2!
r=0
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Logo,
1(1
iG-y 3
g = ——F- = ——.
2 32
Definigao 2.3 A série de poténcias
= " B x x? 23 x?
Zanm —a0+a1ﬁ+a2§+a3§+a4z+-~
n=0

¢ a fungdo geradora exponencial para a sequéncia (a,)ren-

Observacao 2.3 Utilizamos a funcao geradora exponencial quando a ordem dos objetos
retirados deve ser considerada. Caso contrdrio, utilizamos, como vimos anteriormente, a
funcao geradora ordindria.

Exemplo 2.14 Vamos determinar a funcao geradora exponencial para se encontrar o niumero
de sequéncias de k letras (k < 6) formadas pelas letras a,b,c, em que a letra a ocorre no
mdzimo uma vez, a letra b no mdximo duas vezes e a letra ¢ no madximo trés vezes.

Para tal, devemos considerar o produto dos trés polinomios abaixo em que cada um “con-
trola”a presenca das letras a, b, c, respectivamente:

2 z? ot 9 19 4 10 , 1 5 14
(1+x)<1+x+§>(1+x+§+§>—1+3$+4x +Ex —|—§x —|—§x —|—6:r;.

: L : x”
Como estamos interessados na sequéncia dos coeficientes de 5 devemos reescrever este
7!
polinomio na forma

2 3 4 5 6

Xz X x T X
L+ 357 + 857 + 1957 + 807 + 605 + 1205

2.4.1 Exemplos

Vamos utilizar a breve introducao sobre funcoes geradoras vista acima para determinar tais
funcoes associadas a algumas particoes e a partir dai compreender como esse tépico se insere
na teoria de particoes dos inteiros. Conheceremos, a seguir, uma série de exemplos de funcoes
geradoras para contar alguns exemplos de particoes restritas, isto é, aquelas em que as partes
possuem alguma propriedade especial, e partigoes irrestritas.

Funcgao geradora para as particoes de n em partes impares e distintas

Tomando o produto (14 z)(1 4 23)(1 + 2°)(1 +27)--- (1 + 2***) ... | podemos ver que o
coeficiente de 2% ¢é igual a 1, que é o total de maneiras de se escrever 6 como soma de fmpares
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distintos. E fécil ver que a poténcia % aparece como o produto de z® - 2. Note também

que 11 s6 pode ser escrito como soma de impares distintos através do préprio niimero 11 e

da soma 7+ 3+ 1, por isso o coeficiente de z!! no produto acima é 2. J4 o coeficiente de x*
b

¢ 3, pois obteremos x'* apenas quando se multiplica z - 2'3, 2% - 2!! e 2° - 2°. Desta forma

vemos que

ﬁ(l + %) = idi(n)x”,
k=0 n=1

em que d;(n) é o nimero de partigoes de n em partes impares distintas, ou seja,

o

H(l + $2k+1)

k=0

¢ a fungao geradora para d;(n).

Funcgao geradora para particoes de n em partes distintas

Tome o produto
14+2)(1+22)1+2H1+ 2 (1 +2")--- .

Tome agora como exemplo um nimero inteiro positivo que seja menor ou igual a 5. E claro
que nenhuma parte deste niimero pode ser maior ou igual a 5 e se tomarmos entao o produto
(1+2)(1+2?)(1+23)(1+2*) (1 +2°) e considerarmos apenas as poténcias de x < 5 temos a
funcao geradora para as particoes de todos os nimeros menores do que ou iguais a 5 em partes
distintas. Como o produto acima é igual a 14z +2% 4223 +22*+32°+- - - podemos observar,
por exemplo, que, como 3 é o coeficiente da poténcia z°, existem 3 particdes de 5 em partes
distintas, que sao: 5,4+ 1,3 +2. E fcil ver que os termos do tipo (142", (14 2"F2), - -
nao contribuem para as particoes de n, com isso, para se encontrar o total de particoes de n
em partes distintas, basta considerarmos o produto finito (1 +z)(1+22)(1+23)--- (1 +2").
Pela argumentagao acima, podemos concluir que a funcao geradora para as particoes de n
em partes distintas ¢ dada pelo produto infinito

[e.9]

[Ta+5. (2.7)

k=1

Fungao geradora para particoes de n em partes pares e distintas

Se estivermos interessados na fungao geradora das particoes de n em partes pares e distintas
devemos tomar o produto (1 + z?)(1 + z*)(1 + 2°)(1 + 2®)(1 + 2'%) - - - (1 + 2?*) - --. Como
na particao de um nimero menor do que ou igual a oito nunca teremos partes maiores do
que 8, se tomarmos o produto

(1423 (1 + 2*) (1 + 2%)(1 4 2°)
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e considerarmos apenas as poténcias de x < 8 teremos a funcao geradora para a particao de
todos os niimeros menores do que ou iguais a 8 em partes pares e distintas. E fcil ver que
o produto acima ¢ igual a

142 +a* +22° 4+ 22% + - -

e como exemplo podemos observar que o coeficiente de 2% é 2 que representa a quantidade
de partigoes de 6 em partes pares e distintas que sao: 6 e 4 + 2.

A partir desta argumentagao e da funcao geradora é facil ver que a funcao geradora
para particoes de n em partes pares e distintas é

[Ja+2).

k=1

Funcgao geradora para particoes de n em partes que sao quadrados distintos

Se estivermos interessados na funcao geradora das particoes de n em quadrados distintos
devemos tomar o produto

14+2)1+2)1+2HA+2% . . =1+a+2* +2°+ 2" + 20 + 2B 2 4210

Desta forma por exemplo, podemos ver que entre os nimeros de 1 a 16, somente oito possuem
particoes cujas partes sao quadrados perfeitos.

A partir da mesma argumentacao para a funcao geradora e no que foi dito acima,
vemos que, a funcao geradora para particoes de n em partes que sao quadrados distintos é

[e.o]

[T+,

k=1

Fungao geradora para p(n)

Note que
1 2 3 4
=l4+z+a°+a° 42" +---
1—2z
1
=1+ +2"+2%+2°%+---
1 — a2
1 m 2m 3m 4m
=l4+z2" 42"+ 27" 427" 4,
1 —am

= (I4a+a’+2°+a'+- ) (I+a +a' +2 42+ - ) (12’ 420+ 2+ 2P+ ) -

2 £
—_

1—ak

b
Il
—
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e com isso concluimos que as contribuicoes para os coeficientes de " vém de um termo z*!
da primeira série, de 2?*2 da segunda série, de 23% da terceira, ..., de ™% da m-ésima
série, em que a; > 0, para todo i. Como o produto destes termos resulta em z", temos que

a1+2a2+3a3—|—---+mam:n.

Cada a; deve ser representado como a soma de is que aparecem na particao de n, isto é,
podemos expressar n da seguinte forma

n=1+ +142+ 424 +m+-+m,

em que o numero 1 aparece a; vezes, 0 nimero 2 aparece a, vezes e assim sucessivamente.
Desta forma, cada particao de n vai contribuir com uma unidade para o coeficiente de z"
nesta expansao.

Como exemplo do que acabamos de expor, suponha que em cada uma das quatro pri-

meiras séries, tenhamos tomado, respectivamente as seguintes poténcias de x : x*, 2%, 26, 2'2.

Escrevamos estas poténcias da seguinte forma

P
6 _ ,2+2+2
6 _ 343

P12 At

8 ¢ com isso temos a seguite

Note que o produto das poténcias z acima resultam em a2
particao de 28 :

4+4+4+3+3+2+2+2+1+1+1+1.

Observe que o termo 2 representa trés 2 na segunda série e dois 3 na terceira série. Assim,
as séries acima estao sendo vistas como

[e o]

1
H T (I4z P ™™ ) (12?2?2202 ) (T ¥ P38 ) L
k1

A funcao ﬁ “controla”, portanto, a presenca dos 1s, ﬁ a presenca dos 2s, 1+ a presenca

$3
dos 3s,. ..,

a presenca dos ms. Isto prova, portanto, que

1—a™
oo
1
11—k
k=1
¢ a fungao geradora para partigoes irrestritas. Se estivermos interessados na fungao geradora
para as particoes de n em que nenhuma parte supera m, basta tomarmos:
m
[1:—
1—ak

k=1
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Funcao geradora de particoes de n em partes impares

Mostraremos a seguir que a funcao geradora de particoes de n em partes impares é dada

por:
o

1
H 1 — p2k+1
k=0

Primeiro note que
1

=l+a+a®+a2°+a2' 4+
11—z

5

Substituindo  por 2 e posteriormente por z° na equacao acima temos, respectivamente,

=1+2°+a2°%+2°+---

1—a3
1
1— 25

A partir disto podemos escrever

B TR S s L BT

o0
IITj%EJI:(1+x+m2+xﬁwﬁ+nHX1+x3+x@hﬁ+aHX1+xV+ﬂD+x”+.”y.“
k=0

Sabemos que o expoente n de x sera obtido a partir da soma de um expoente da primeira
série, outro da segunda e assim sucessivamente, sendo que na primeira série o expoente sera
um multiplo de 1, na segunda um miltiplo de 3, na terceira um multiplo de 5 e assim
sucessivamente, dai

aj; + 3as + baz + Tay + - - - + (2m — 1)a,, = n,
que por sua vez podemos escrever

n=14+--+1+34---+3+---+2m—14---+2m—1.
al a2 Am

[o¢]
Assim, a série H 1 esta sendo vista da seguinte maneira

_ 2kt
k=0
o 1
Hl_x2k+1 =1+t 4+ A+ + 2P Q2P+ )
k=0

em que a funcao ﬁ “controla”, portanto, a presenca dos 1s, ﬁ a presenca dos 3s

a presenca dos ms, sendo m um numero impar.

1

) Togs &

presenga dos 9s,... , ——
Portanto, a particao de n sera dada a partir apenas de partes impares, ja que o produto
de x que resultara em z" sera formado apenas por poténcias de x com expoentes que sao
multiplos de impares.
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Funcgao geradora de particoes de n em partes pares

Mostraremos a seguir que a funcao geradora de particoes de n em partes pares é dada por:

o0

1
H 1 — p2k
k=1
Primeiro note que
1 2 3 4
T—= =l4+zr+a"+a”+2" +---
Substituindo = por z?, depois por z* e posteriormente por z° na equacdo acima temos,
respectivamente,
1
2 =1+2>+2"+2°+--
1
R =1+a*+25+22% 4.
1
— S R SRR i LR

A partir disto, podemos escrever

oo

1
Ilfjgﬂ=%1+w”+ﬁ+nﬁ+-~X1+x“Hﬁ+x”+~~x1+x@+ﬁ2+xm+.”y”

Sabemos que o expoente n de = serd obtido a partir da soma de um expoente da primeira
série, outro da segunda e assim sucessivamente, sendo que na primeira série o expoente sera
um multiplo de 2, na segunda um multiplo de 4, na terceira um multiplo de 6 e assim
sucessivamente, dai

2a1 + 4as + 6az + - - -+ (2m)a, =n

que por sua vez esCrevemos
n=2+ +2+4+ -+4d+-+2m+---+2m.

-— - -—
al as am

Assim, a série H

1% esta sendo vista da seguinte maneira
-z

=
H :(1—|—£IZ‘2—|—Q?2+2+"-)(1+£C4—|—(E4+4—|-"')(1+l‘6+(’[6+6+"')“'

em que a fungao ; L “controla”, portanto, a presenca dos 2s, — T & presenca dos 4s
G — G

a presenca dos 6s,. .. ,

71— ’1

a presenca dos ms, sendo m um numero par.

1
1—ax™

Portanto, a particao de n serd dada apenas por partes pares, ja que o produto de = que
resultard em x" serd formado apenas por poténcias de z com expoentes miltiplos de pares.
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Funcgao geradora de particoes de n em partes que sao cubos

Mostraremos a seguir que a funcao geradora de particoes de n em partes que sao cubos é
dada por:

115
k=1

Primeiro note que

1
T = =l+a+a*+2°+a'+. -
Substituindo  por 2® e posteriormente por 2?7 na equacao acima temos, respectivamente:
¢
1
T =1+a%+2 42+
1
1= 27 =142+ + 28 ...
A partir disto, sabemos que
|
Hw _ (1+£L’+$2+ZE3—|—LE4+---)(1—|—$8+£E16+LE24+---)(1—{-3327—{-2354—{-2381—{-'--)"'
k=1

Sabemos que o expoente n de x serd obtido a partir da soma de um expoente da primeira
série, outro da segunda e assim sucessivamente, sendo que na primeira série o expoente sera
um miltiplo de 13, na segunda um multiplo de 22, na terceira um multiplo de 33 e assim
sucessivamente, dai

ay + 8ay +27az + - -+ + (m*)a, =n

que por sua vez escrevemos

n=14---+14+28+...0281...0om3r...1m3.

Vv Vv
a1 a am
Assim a série H — estd sendo vista da seguinte maneira:
-

(e e]
H (1 4ol ot I )1+ 22 g2 222 S
em que a funcao ﬁ “controla”, portanto, a presenca dos 1s

a presenca dos 3%,. .. , =

3 1
, 1 5 a presenga dos 2°s, 1=

a presenca dos ms, onde m é um cubo.

Portanto, a particao de n serd dada apenas de partes que sao cubos, ja que o produto de x
que resultara em z"” sera formado apenas por poténcias de x com expoentes que sao multiplos
de cubos.
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Fungao geradora de particoes de n em partes 2,3,4 com ao menos uma parte 3

Mostraremos a seguir, que a fungao geradora de particoes de n em partes 2,3 ou 4 com ao
menos uma parte 3 é dada por

3

(1—22)(1—2%)(1 —z%)

Primeiro note que

1
1_x2=1+x2+x4+9:6—|—---,

1
1_$3:1+x3+x6+x9—|—---,

1
1_x4:1+a:4+x8+x12+~~.

Logo, podemos escrever:

1‘3

(1 —22)(1 —23)(1 —z4)

=1+ +2'+ )1 +2° + 2%+ A +2' + 25+ -)
=14+ + 222+ )1+ 22+ 22 )2t T ),

Observe que o termo z® que aparece na frente do produto dos parénteses garante que o pro-
duto de poténcias de x sempre tenha ao menos um nimero 3 no expoente, mesmo quando o
expoente de x nos demais parénteses seja zero, ou seja, 2% = 1.

Portanto a funcao geradora de particoes de n em partes 2,3 ou 4 com ao menos uma parte
3 ¢é dada por

333

(1—22)(1 —23)(1 —a%)

(2.8)

2.4.2 Funcoes geradores e particoes

Vejamos agora como as fungoes geradoras podem nos auxiliar na demonstracao de resultados
dentro da teoria das particoes. Vimos uma série de exemplos onde associamos uma funcao
geradora a particoes com partes possuindo caracteristicas especificas. Enquanto na Secao
utilizamos bijecoes para mostrar que o nimero de partigoes de uma dada caracteristica
A era igual ao numero de particoes de uma dada caracteristica B, aqui a nossa ferramenta
sera mostrar que as fungoes geradoras dos dois tipos de partigoes que estaremos comparando
sao iguais e consequentemente a quantidade dessas particoes coincidirao.

Na Secao 2.3 enunciamos e provamos uma das varias contribui¢oes de Euler para a teoria
das partigoes, o Teorema [2.5 Nossa demonstragio foi através de bijegdo. Apresentaremos
agora 0 mesmo teorema, porém com uma demonstragao utilizando fungoes geradoras.
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Teorema 2.15 O numero de particoes de n em partes distintas € igual ao niumero de
particoes de n em partes impares.

Demonstracgao: Sabemos que a funcao geradora para particoes em partes distintas é dada

por
oo

[Ja+2%

k=1
e que a fungao geradora para partigoes em partes impares é igual a

o0

1
i

k=1

Dai, basta que mostremos que ambas as expressoes sao idénticas. Temos,

- w17 L+ 21—
H(l—i—x )—H T
k=1 k=1
o0 1_1.219
a 1— 2k
k=1

1
T (1-2)(1—2%)(1—2%)(1—127)
ad 1
= kll 1 _ g2kt

Vejamos mais alguns exemplos dessa utilizagao das fungoes geradoras.

Exemplo 2.15 Todo inteiro positivo pode ser expresso de maneira unica como soma de
poténcias distintas de 2.

De fato, pelos argumentos apresentados nesta secao, a funcdo geradora para particoes de n
em poténcias distintas de 2 ¢ dada por

1+2)1+2)A+2H1+2%) - (1+2%) -

e o coeficiente de ™ da expancgao deste produto nos fornece o niumero de maneiras de escre-
ver n. como soma de poténcias distintas de 2. Logo basta mostrarmos que o coeficiente de x"
€ igual a 1 para todo n.
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Sabemos que

1
11—z

=l+at+ata®+2* 4

logo nos resta provar que

=1 +a) 1+ +a) 1+ (1+2%) -

1—=x

Temos,

1-—2)1+2)1+22)1+2)1+2%) - = (1 —2H1 +2*)(1 +2)(1 4 2%) - -
=1 -1 421+ 21+ 2%
=(1-2%)(1+2) 1 +2°) (1 +2%)---
(1= 29)(1+ 219)(1+ 2%)(1 + 2% ...
=1

ja que |z| < 1 e conforme o exponente de x cresce seu valor se aproxima de 0.

Uma prova bijetiva para o exemplo acima foi apresentada no Teorema

Exemplo 2.16 Mostremos agora que o niumero de particoes de n em partes distintas, ne-
nhuma sendo maultipla de 3, € igual ao numero de particoes de n em partes da forma 67 — 1
ou 6 — 5.

Das nossas discussoes anteriores e dos exemplos apresentados podemos concluir que

T+ %21+ 2%
7j=1

:]8

1 (1 — 289-1)(1 — 265-9)
j:

sao as fungoes geradoras para particoes de n em partes distintas e nao divisiveis por 3 e,
para partigoes de n em partes da forma (65 — 1) ou (6 — 5), respectivamente. Logo devemos
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mostrar que tais funcoes geradoras sao idénticas. De fato,

o0

[T+ 429 =

J=1

(1-’-[1)33 2)(1+ZE3] 1)( 3] 2)(1_1‘3]'71)
=) =)
( )
( )

’,:]8

<.
Il
—_

(1 —2%=4)(1 — %72
(1 —23=2)(1 — %1

—ir

<.
Il
—

1

(1 - wﬁj_4)(1 - ij_2) (1 — 3 2)(1 _ .1‘33'71)

L
13

<
Il

—
.
Il

—

1

(1- $6j74>(1 — x6j72) (1= 259 0 (1 = 2% 1) (1 — 29 5)(1 — 2% 2)

L
13

<
Il

-
<.
Il

-

1
(1 —285-1)(1 — 25-5)

—

<.
Il
—_

Exemplo 2.17 Mostremos que o nimero de particoes de n cujas partes nao sao divisiveis
por 3 € igual ao numero de particoes de n nas quais cada parte aparece, no mdximo, duas
vezes.

De fato, sabemos que a fung¢do geradora das pati¢oes de n cujas partes nao sao divisiveis por
3 é

oo
H (1 — 2%-1)(1 — 2%-2)’

J=1

e das nossas discussoes anteriores, temos que a fungao geradora das particoes de n nas quais
cada parte aparece no marimo duas vezes €

o0

H(l + 27 + 2¥),

J=1
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Logo, devemos mostrar que tais funcoes geradoras sao idénticas. Temos,
H 1 B 1
— p3j—1 — 23j-2) _ — 2 — pd Y 7 — 8)...
Pl (I—2¥ 11 —-2%2) (Q—-2z)(1—-2?)1—2Y(1—25)(1—27)(1 —x8)
(1—23)(1 —2%)(1 —2%)(1 —2'2) .-

oo

T U- a0 — )1 - )1 - a1 - a1 — 201 — )
=1 — ¥
- H 1—ai

<.
I
—-

(1—a9)(1+af + 2%)
1—ad

—

<.
Il
—_

(14 27 + 2%).

=T

j=1

Operador (2>

Considere o seguinte problema: qual é a forma fechada para a funcao geradora Z pm(n)q",
n=0

sendo p,,(n) o nimero de parti¢goes de n em, no méximo, m partes?

Podemos escrever esta funcao geradora da seguinte forma:

me(n)qn = Z gttt
n=0

n1>Ng>-2nm >0

A exigéncia ny > ng > - -+ > n,, > 0 ocorre ja que a ordem das partes de uma particao nao
importam. Sejam \; novas varidveis e consideremos agora a seguinte soma

m—1

Z qn1+n2+"~+Nm)\§Ll—”2 DVC I R N (2.9)

n1,M2,...,Nm >0

Se selecionarmos apenas termos com expoentes nao negativos em A, entao o expoente cor-
respondente de ¢ serd uma particao de n em no maximo m partes. Por exemplo, se fixarmos
m = 2 teremos

> pa(n)g" = N+ A+ T AN PN +HPTNN M AN AN+
n=0

Note, utilizando a soma acima, que os expoentes de A que restam sao 0 para n = 0, 1 para
n=1,2el+1 paran = 2 e assim sucessivamente, que sao particoes de n em no maximo 2
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partes.

Definamos agora um operador linear 2> que assim como no exemplo acima, ele age
nas variaveis A anulando os termos tendo expoentes negativos e além disso, ele substitui as
demais variaveis A por 1.

Lema 2.1

1 1
Qz(l—)\x) (1-%) (Q—=z)(1—-ay)

Demonstracgao: Note que

QZ(1—Agc)1(1 n =% 2 Dy (%)m

D) n,m>0

=0 > A”x”i—:

n,m>0

n,m>0

e

:QZ Z NPTy

n,m>0

n>m>0

Fazendo k = n — m, temos

m+k, m __ l’k T mo_ 1
2 = 2 2 e = iy

k,m>0 k>0  m>0

Antes de aplicarmos efetivamente o operador 2> em ([2.9)), vamos reescrever a igualdade
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de uma maneira mais simples de utilizarmos o Lema [2.1]

[e%¢)
n __ ni+no+-4nm, \N1—N2 \N2—N3 Nm—1—"Nm

E pm(n)q" = Q> E q Al A c A

n=0

n1,n2, Nm 20

gt AR A

ng \ns3 n
)‘1 /\2 )‘mwil

Q

v

n1,M2,...,Nm >0

w2 oo (%) -(R)

ni,ng,...,nm >0

- 2 (5) 7 2 ()

n12>0 n22>0 nm >0

1
G- (1-%52) - (1-55)

Se aplicarmos o Lema 2.1 sucessivas vezes obteremos a forma fechada para a funcao geradora
de py,(n). Com uma aplicacdo temos

1
G-a)—gx) (1-2) - (1-5)

> pm(n)g" =9
n=0

Com uma segunda aplicacao resultamos em

> 1
nzzop ' (1_‘])(1_(12)(1_‘13)‘3)"'(1_)\j_1>

Continuando, obtemos finalmente,

- . 1
;pm(n)q (1=l =) =) (1—qm)

Apresentaremos a seguir, um exemplo para ilustrar o método descrito acima. Para isso sera
necessario o uso do lema que segue abaixo, que é uma versao estendida do lema anterior,
cuja demonstragao é bem semelhante a do Lema [2.1]

Lema 2.2 Se a é um inteiro nao-negativo,

AT x®
Qz(l —Az) (1-%) B (1—2)1—=2y)
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Para nosso exemplo, seja n um inteiro positivo e A(n) o numero de triangulos nao-
oo

congruentes de perimetro n e lados inteiros. Vamos procurar uma interpretacao para Z A(n)q
n=0

Suponha que nq,ns, n3 sejam os lados do triangulo em ordem nao crescente. Pela desigual-
dade triangular, devemos ter ny + ng > ny + 1. Assim,

E A _ E qn1+n2+n3 A2 \na—ng >\n2+n37n171
- 1 2 3
n17n2,n320
=0 S q"lq”Qq”3An1An2An2An3

AT2AS% ASTA
ni,n2,n3>0 3

Ayt
() - (-)
)\—1
<1 %) (1—¢2Xs) (1_%>
)\ 1
(1= £) (1= )1 - )

q3

T (-1 -1t

Q

v

I
2

Note que, a expressao resultante no desenvolvimento acima coincide com a expressao
obtida em ([2.8)). Portanto, A(n) é o numero de parti¢oes de n em partes 2,3 ou 4, com, ao
menos, uma parte 3.

Teorema 2.16 Seja t,,(n) o nimero de particoes de n em exatamente m partes distintas.
Entao,

m(m+1)

q 2
Zt TA—9U-@)1-g)

Demonstracao: Se ny + ns + - --n,, é¢ uma particao de n em partes distintas, entao n; >
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ne+1,ny >n3+1,...,n, > 1. Dai,

m—1

0o
Ztm(’n)q” = QZ Z qn1+n2+---nm)\?1*71271/\7212711371 R N S 1)\7Lm 1

N1,..,Nm >0

A Am N
o 3t (52) e ()

ni,...,nm >0

_q. AT

T (1-82) - (1)

Aplicando agora o Lema [2.2] sucessivas vezes, obtemos

Zt n)q" = Qs (LPR
(1= q)(1 = Agq?) (1= B2) oo (1= )
q.q2/\3—1...)\71

= m
- (1-52) - (1)
o qqz.qm
(- —¢¥) - (1—qm)
que conclui a demonstragao. ]

Iremos agora provar um teorema no qual, t&; )( ) é o ntimero de partigoes de n tendo
exatamente m partes, a diferenca entre duas partes ¢ > k e a menor parte é > [.

Teorema 2.17
m(k(m—1)421)
2

T U= —@)---(1—gm)

Demonstracgao: Note que

m—1

D
Ztgi,l) (n)qn _ QZ Z qn1+n2+~~~+nmA7111*n2*k i n7n—k>\nm—l

N1 yeeey i, >0

A2\ A "L
-0 ) 172 R L
- T @t (52) e () T
N1 yeeey i, >0
)‘1 k/\z o )\T:L’il)\r_nl
(—an) (1-52) - (12

E aplicando sucessivas vezes o Lema [2.2] temos

m(k(m—1)+20)

q 2
(I-q¢(1—=¢)--(1—gm)
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A tnica diferenca em relacao a demonstragao anterior é que, nas primeiras m — 1 aplicagoes
de Q>,a = k e, na tltima aplicagao, @ = [ e y = 0 no Lema [2.2] n

Fungao geradora em duas variaveis

Muitas das vezes precisamos de uma funcao geradora que controle nao apenas o nimero
que esta sendo particionado. Por exemplo se estivermos interessados em saber o niimero de
partes de cada particao gerada nao ¢ dificil perceber que na funcao

(1+zqn1)(1+zqn2)(1+zqn3> — 1+an1 +zqn2+an3+Z2qn1+N2+22qn1+n322qm+n3+Z3qn1+m+n3

o expoente da variavel z controla o nimero de partes de cada particao gerada.
Com o mesmo raciocinio empregado no exemplo acima podemos deduzir outras fungoes
geradoras em duas variaveis, por exemplo

Z Zp(n | m partes distintas, cada parte € S)z"¢" = H(l + 2¢");

n=1 m=0 keS
i ip(n | m partes, cada parte € S)z™¢" = H ;k;
n=1 m=0 keS (1 — )

Z Zp(n | m  partes, cada parte € S e aparece, no méaximo d vezes)z"'q" = f(z,q),

n=1 m=0

onde f(z,q) = H

kesS

(1- Zd+1q(d+1)k)
(1 — zq")

Caso S seja um conjunto infinito, devemos ter |¢| < 1 para as trés fungoes citadas acima.
Para a segunda funcdo, devemos adicionar a exigéncia |z| < é.

Exemplo 2.18 Com raciocinio semelhante ao que foi empregado nas fungoes geradoras
citadas acima, podemos observar que

m

i i p(n | tendo m  partes pares)z"q" = H 1

— 2k
n=1m=1 ot 7
em que m,n € Z e |q| < 1.

Teorema 2.18 Seja b, (j,n) (respectivamente, t,,(j,n)) o nimero de particoes de n em
no mdximo m partes (respectivamente, exatamente m partes distintas) com maior parte j.
Entao,

1

(1—2q)(1 —2¢%) - (1 — zq™)

Z bm(]: n)zjqn =

Jn=0
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m(m+1)
2

. in _ =4
2 tulism)" = (I =2q)(1—2¢%) - (1—2¢™)

Jn=0

Demonstracao: Pela definigao de b,,(j,n), temos

Z by (7, n)zjqn = Q. Z ZM gt \m iz \na=ng L \Tm L

m—1

J,n=>0 N1, m >0
g2\ q i
= )7 [ 222 .
§ Z (eh) ()‘1) (Aml)
NY,eney N, >0
1
_ Q>

T (1= zg\) (1—%) (1— Ail)

Com aplicacoes sucecivas do Lema [2.1] temos

B 1
j;ob jn)qt = Q>(1_Zq)(1—zq2)\z)< %)--~(1—Aj,1)

(1= 2)(1 = 22)(1 = 2¢°xg) -+ (1= 52
B 1
C(T—2q)(1—2¢?) -+ (1 — 2¢™)’
A demonstracao da outra identidade segue

. ; —no— —na— -1
§ :tm(j,n)z’q":Qz § : anqn1+n2+ +nm/\7111 ng 1)\;12 ng—1 )\nm 1—Nm )\nm 1

m—1
J,n=>0 n1,..,Mm 20

_ -1 [ 4A2 " g \"\
“ 3 ot (5t ()
)\1—1A2—1 L. )\;nl

(=) (1-52) - (1= 525)

Agora, aplicando sucessivas vezes o Lema [2.1] temos

. Ay Loooad
> tuliim)e" = 0 2
jn=0 (1 —2¢)(1 — 2¢*A2) ( - A) < )
yoN 2q - ZCIQ)\3
(1 2)(1 — 2?)(1 - zq3A3>--- (1-55)
m m(m+1)
Mg 2

T (=) (I —z2g?) - (1—zgm)



Niimeros triangulares e nimeros pentagonais 65

2.5 Numeros triangulares e nimeros pentagonais

Elaborados pelos pitagoricos, os numeros figurados sao nimeros expressos Como reuniao
de pontos numa determinada configuracao geométrica, ou seja, um ntmero é representado
por uma quantidade de pontos que sao agrupados em formas sugestivas. Deste nimeros,
os mais estudados tém sido os numeros poligonais, dos quais destacamos os triangulares
e os pentagonais. A seguir, encerraremos nosso trabalho apresentando dois importantes
teoremas da teoria de particoes de inteiros que envolvem estes ntimeros, entre eles o Teorema
dos Numeros Pentagonais de Fuler. Apresentaremos apenas a versao combinatéria deste
teorema, e com as ferramentas que desenvolvemos neste trabalho, serd possivel apresentarmos
uma demonstragao do mesmo.

Definicao 2.4 Os numeros triangulares sao 1,3,6, 10, ..., referentes ao numero de pon-
tos nos triangulos em ordem crescente:

. . . , o g +1 . ,
O j-ésimo numero triangular é dado por 14+24+3+---4+j = ‘% De maneira analoga,
podemos definir os niimeros pentagonais.
Definicao 2.5 Os numeros pentagonais sao 1,5,12,22, ..., referentes ao numero de pontos
nos pentdgonos abaixo:

Vamos agora representar os nimeros pentagonais da seguinte forma:
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L] L L] L]
(] L] L] L] [ ] (]
[ ] L] [ ] [ ] [ ] ® [ ] [ ]
[ ] [ [ ) [ ] [ ] [ ] L[]
[ ] [ ] [ ] [ ) [ ] [ ] L]

Desta forma, vemos que o j-ésimo nimero pentagonal consiste em um triangulo equilatero
de lado j sobre um retangulo de lados j e 7 — 1, com isso, 0 j-ésimo ntmero pentagonal é

G-

+3(—1) —

j(j+1)
2

A partir da representacao grafica dos nimeros pentagonais acima podemos obter graficos
de Ferrers de particoes rotacionando os diagramas e alinhando suas linhas a esquerda:

Teorema 2.19 (Teorema dos Nimeros Pentagonais de Euler)

p(n | nimero par de partes distintas) = p(n | nimero impar de partes distintas) + e(n),

em que
: (371
(=1, se n= JBj£1)
e(n) = 2
0, caso contrario.

Demonstracao: Iremos agora construir uma bijecao entre as particoes de n em um nimero
par de partes distintas e as particoes de n em um nimero impar de partes distintas. Essa
prova bijetiva foi obtida por F. Flanklin em 1881.

Considere um Grafico de Ferrers de uma particao de n em partes distintas. Vamos
chamar de a a menor parte e de b, o nimero de pontos sobre a linha » mostrada na figura a
seguir:
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Se a < b, como na figura acima, removeremos os a pontos e os colocaremos paralelos a reta
r de forma que ocupem as primeiras linhas do grafico de Ferrers:

Feita tal mudanca podemos observar que temos uma nova particao de n, possuindo partes
distintas e representadas em ordem decrescente e com paridade diferente da anterior, ou seja,
se o total de partes era par, agora é impar e se era impar, agora é par. Note também que,
ainda que tivéssemos a = b a mudanca acima ainda teria sido possivel.

Vejamos agora, um caso em que a > b. Considere o grafico de Ferrers abaixo:

L] L] L] L] L]
(] L] . () (]
L] L] L] L]
*r——

Neste caso podemos tomar os b pontos da linha r e colocéa-los abaixo da parte de tamanho
a, desta forma teremos uma nova particao com diferente pariedade. Feita tal alteracao
na particao continuaremos com uma particao em partes distintas e colocadas em ordem
decrescente em seu grafico de Ferrers.

(] (] (] (] () () o
[ [ L] L] L] L]

L] L] L] L]

L] L] L]
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Vemos que quando uma das transformacoes acima puder ser feita, teremos uma cor-
respndéncia entre as particoes de n em um numero par de partes distintas e as particoes
de n em um nimero impar de partes distintas. Porém, as duas transformagoes mostradas
acima nem sempre podem ser feitas. Existem dois casos em que a linha r passa do tltimo
ponto da menor parte. Isso ocorre quando a =boua =0+ 1

Com ajuda dos graficos abaixo fica facil ver que nao podemos fazer nenhuma das trans-
formacoes descritas até entao, ja que sempre que executada uma destas transformacoes,
devemos ter partes distintas e dispostas em ordem decrescente.

C amber
Nas figuras acima temos
b(2a+b—1
n:a—|—(a+1)—|—(a+2)—|—~~—|—(a+(b—1)):%.
b(3b+ 1
Dai, no caso a = b+ 1 temos n = %, logo, se b que é o nimero de partes, for par,

teremos
p(n | nimero par de partes distintas) — p(n | nimero impar de partes distintas) = 1
e se b for impar
p(n | nimero par de partes distintas) — p(n | numero impar de partes distintas) = —1,

ou seja, teremos exatamente uma particao contendo um nimero par (fmpar) de partes dis-
tintas excedendo aquelas com um nimero fmpar (par) de partes distintas.

No caso em que a = b, teremos
b(3b—1)

2

e a mesma analise acima pode ser feita, ou seja,

n =

p(n | nimero par de partes distintas) — p(n | nimero impar de partes distintas) = (—1)°,

o que conclui a demonstracao do teorema. [

Vejamos agora um teorema envolvendo a fungao geradora para os nimeros triangulares,
que possui uma prova bijetiva semelhante a do Teorema dos Numeros Pentagonais dada por

F. Flanklin.
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Teorema 2.20 Para |q| < 1

(1 —q ) (1 - " 2n+1 n(nt1)
R e YRSt

Observe que, a soma do lado esquerdo da equagao acima gera partigoes em que as partes
sao maiores do que 1, as partes pares sao distintas, a maior parte é impar e tendo um peso
associado dado por (—1)™ em que m é o numero de partes pares. Além disso, é facil ver
que os expoentes do lado direito da equagao acima sao os numeros triangulares. Note que a

equagao abaixo é equivalente a Equagao ([2.10))

o0

Z (1_q2)(1_q4)___(1_q2n) q2n+1 :iqn(";'l). (211)
= (1-¢*)(1—¢") (1 —¢*t) s

Temos como objetivo para provarmos a equacao acima, mostrar que os coeficientes de
q" do lado esquerdo sao iguais a 1 se n ¢ um numero triangular e 0, caso contrario. Em
outras palavras, é equivalente mostrar que, se p.(n)(p,(n)) denota o nimero de partigoes de
n geradas pelo lado esquerdo de tendo um nimero par (impar) de partes pares, entao
devemos mostrar que

1,se n € um numero triangular

Pe(n) — po(n) = { (2.12)

0, caso contrario.

De fato, se P(n) denota o conjunto das parti¢bes de n em partes maiores do que 1, tendo
todas as partes pares distintas e a maior parte impar, entao

[P(n)] = pe(n) + po(n).

A ideia utilizada na demonstragao a seguir é mostrar que, dada uma particao de n
contada em p.(n) obtemos uma correspondente contada em p,(n) e vice-versa, para todos
os valores de n exceto se n for um ntmero triangular.

Se m nao é um numero triangular, existe uma bijecao entre o conjunto de particoes
contado por p.(n) e o conjunto de parti¢des de n contado por p,(n), dai p.(n) — p,(n) = 0.

No caso de n ser um nimero triangular, existe uma partigao contada em p.(n) que nao
tem correspondente contada por p,(n), dai, p.(n) — p,(n) = 1.

Demonstragao: Definamos em P(n) a seguinte transformagdo: dada uma partigao
A= A+ -+ A € P(n) consideramos seu grafico de Ferrers e removamos as duas
ultimas colunas para formarmos uma nova parte A, 1. Com isso ficamos com uma particao

/\/:)\/1+...+/\’sden—/\s+1-
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Posteriormente, inserimos esta nova parte abaixo da menor parte de X' quando A\s11 < A, e
AL é fmpar ou A\gp1 < A, e A, é par, resultando na particao N\’ = X +--- + A, + A1 € P(n).
Como exemplo:

O O I T

Se por acaso Ag11 > A, ou Agy1 = AL e Al é par nao podemos realizar a operac¢ao acima a
fim de termos uma nova particao em P(n). Quando isso acontece, removemos a menor parte
As de A para formarmos duas colunas para adicionarmos ao grafico de Ferrers da partigao
A1+ -+ A1, em que serao iguais quando As é par ou que diferem por 1 quando A\, é impar.
Podemos observar que a nova particao formada a partir desta operagao estd em P(n), ja
que todas suas partes continuarao sendo maiores do que 1, pois a menor parte retirada é
maior que 1 e o grafico de Ferrers tem suas partes dispostas em ordem nao crescente, todas
as partes pares sao distintas ja que eram distintas antes e agora foram somadas mais duas
unidades quando A, é par ou entao se torna uma parte impar se for somada apenas uma
unidade e a maior parte continua impar ja que resultara da soma de uma parte impar com
uma parte 2. Como exemplo:

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ L ] [ ] [ ] [ ] [ L ] I—‘
L ] [ ] [ ] L] L ] L ) [ ] [ ] L ] L [ ] L] [ ] L ]
p——
L] [ ] [ L ] L ] L) [ ] L ] L [ ] [ ] [ ]
*—o—0
e
L] L L] L ] L] L] L ] L] L] L] [ ] L L] L] I—I
[ ] [ ] [ ] L ] [ ] [ ] [ ] L] L ] L ] [ ] [ ] [ L ]
——
L ] [ ] [ ] L ] L] [ ] L ] L [ ] [ ]
*—o—o—9
, . . . k(k+1)
Observe que, quando n ¢ um nimero triangular, ou seja, tem forma n = =5, nenhuma
k

das duas operagoes definidas acima podem ser aplicadas aquela particao em P(n) tendo
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partes k + 1, quando k é par ou k—;l, se k é impar.

De fato, se removermos as duas ultimas colunas da particao que tem g partes k + 1,
quando k é par, a nova parte tera tamanho 2% = k e, consequentemente, nao podemos
colocé-la abaixo da menor parte £ + 1 — 2 = k — 1. Inversamente, removendo a menor
parte, cujo tamanho é £+ 1, nao podemos colocar as duas novas colunas obtidas, uma tendo
tamanho g + 1 e a outra %, em frete a iltima coluna, que tem tamanho % — 1, da particao
com a menor parte removida.

Se removermos as duas ultimas colunas da particao que tem % partes k, quando k é
impar, a nova parte tera tamanho 2% = k+1 e, consequentemente, nao podemos coloca-la
abaixo da menor parte k — 2. Inversamente, removendo a menor parte, cujo tamanho é k,
nao podemos colocar as duas novas colunas obtidas, a maior tendo tamanho %, em frente
a ultima coluna, que tem tamanho % da particao com a menor parte removida.

Por exemplo, nao podemos aplicar nenhuma das duas operacoes nas particoes de 6 em
que k£ = 3 e 10 em que k = 4 abaixo:

Para concluirmos a demonstracao, basta mostrarmos que as transformacoes descritas
acima, quando aplicadas, mudam a paridade do nimero de partes pares. Feito isso, teremos

mostrado que (2.12)) é valida.

Para aquelas parti¢oes em P(n) nas quais podemos remover as duas tltimas colunas
do grafico de Ferrers, temos duas possibilidades: se as colunas tém o mesmo tamanho, nao
modificamos o numero de partes impares e a nova parte tera tamanho par, o que modifica
a paridade do nimero de partes pares; se as colunas diferem por 1 perdemos uma parte
par e obtemos uma parte impar como nova parte modificando a paridade do nimero de
partes pares. Estes argumentos podem ser facilmente invertidos para mostrar que a outra
transformacao também modifica a paridade do nimero de partes pares.

[ |



CONSIDERACOES FINAIS

Com a realizagao deste trabalho foi possivel revisar alguns importantes conceitos da te-
oria dos nimeros, além de nos aprofundarmos em conceitos mais avancados e resultados ou
conjecturas, propostas por grandes nomes da matematica, como Euler e Ramanujan, sobre
particoes de inteiros.

E interessante ver como a matematica esta ligada a inimeros momentos da nossa vida
e traz explicagoes para tantos feitos ou ocorréncias, como por exemplo, a sequéncia de Fi-
bonacci e suas diversas apari¢oes em padroes na natureza.

Chama a atencao o fato de que, para muitas das demonstracoes sobre particoes de intei-
ros uma importante técnica utilizada, baseia-se em conceitos simples de matematica basica,
como o de funcao bijetora, mas que por muitas vezes nao era tao simples encontarmos essa
tal bijecao entre dois conjuntos. Outro ponto, é o fato de como o recurso visual, a partir
dos graficos de Ferres, nos permitem fazer com que as demonstracoes analiticas se tornem
menos extensas e de carater mais didatico para o leitor.

Até aqui ficou evidente a importancia dos estudos de nomes como Euler, Ramanujan e
Hardy para o desenvolvimento da area. Entretanto, também ficou claro o quanto ela ainda
deve ser desenvolvida, haja visto que muitos problemas ainda estao sem respostas, como
por exemplo a obtencao de uma prova bijetiva para as identidades de Rogers-Ramanujan.
Um caminho natural para prosseguimento do trabalho ¢ analisar mais detalhadamente as
novas representacoes de particoes que vém surgindo, em especial, a representacao matricial.
E tentar utilizar essa representagdo em provas bijetivas e/ou usando fungoes geradoras para
obter novas identidades dentro da teoria.
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