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Lista 10: Ideais e anéis quocientes

(1) Mostre que a interseccao de ideais de um anel A é também um ideal de A.

(2) Seja {I,}neny uma familia de ideais de um anel A. Mostre que, se Jo C J; C ... C
J, C ...entdo J = UJnéumidealdeA.

neN

(3) Seja A um anel e a € A. Mostre que I = {z € A: x-a =0} é um ideal & esquerda de
A.

(4) Sejam I e J ideais de um anel A. Mostre que [ +J ={z+y: x €1, y € J} éum
ideal de A.

(5) Seja I um ideal a esqeurda e J um ideal a direita do anel A. Mostre que

I-J:{szwyi: neNz, el y €J}

=1

¢ um ideal de A.
(6) Seja (I,+,-) um ideal de um anel (A, +,-) com elemento unidade 1. Mostre que:

(a) Se 1 €I, entao I = A.

(b) Se a € A é inversivel e a € I, entdo [ = A.

(7) Sejam (I,+,-) e (J,+,-) ideais de um anel (A, +,-) tais que I N J = {0}. Mostre que

a-b =0, quaisquer que sejama € [ eb € J.
(8) Seja I um ideal do anel A e a € A um elemento fixado. Mostre que o conjunto
(I,ay={i+ra: i€l e reA}
é um ideal de A.

(9) Sejam A um anel comutativo e N = {z € A: 2™ =0, paraalgum n € N\ {0}}.
Mostre que N é um ideal de A (N é chamado de radical de A). Além disso, mostre
que se T € N e 7" = 0 para algum inteiro n > 1 entao Z = 0. (Sugestao: Prove que

se 2 € N para algum inteiro n > 1 entao x € N.)



(10) Seja n um inteiro positivo que nao é primo. Mostre que o anel (—Z, +, > nao ¢ um
n

dominio de integridade.
(11) Seja A um anel comutativo com unidade 1 € A, e seja P um ideal de A. Dizemos que

P é um ideal primo de A se P # A e para todos x,y € A, se xz -y € P entao x € P
ouy € P. Mostre que:

(a) P é um ideal primo de A se e somente se o ¢ um dominio de integridade.

(b) os unicos ideias primos de Z sao {0} e os ideais principais p - Z, onde p é um

ndmero primo.

(c) se P é um ideal maximal de A entao P é um ideal primo de A.

(12) Seja A = CJ0, 1] o anel das fungbes reais continuas (com as operagoes usuais de soma e
produto de fungoes) definidas no intervalo [0, 1]. Mostre que, se M é um ideal maximal

de A entdo existe a € [0,1] tal que

M={feA: fla)=0.



