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UNIVERSIDADE FEDERAL DO ESPIRITO SANTO

Pro-Reitoria de Pesquisa e Pés-Graduagao
Departamento de Matematica Pura e Aplicada - CCENS

RESUMO

CODIGOS DE GRUPO: CONSTRUCOES, EXEMPLOS E ANALISE VIA
GAP

Este trabalho possui o intuito de apresentar elementos primordiais da teoria de codigos de
grupo, trazendo as principais definicoes, teoremas e exemplos, trabalhando diversos elemen-
tos teoricos, de cunho algébrico, que fundamentam tal teoria. No escopo deste trabalho
abordamos, de forma incisiva, os codigos corretores de erros, dentre eles, temos os codigos
lineares, duais, ciclicos, dentre outros. Por fim, estudamos teorias de dlgebras de grupo, que
fundamentam os aspectos dos codigos de grupo, discutindo a possibilidade de utilizacao do
software algébrico GAP como um agente contribuinte para o estudo de tal teoria algébrica
aplicada.

Palavras-chave: Coédigos Corretores de Erros; Algebras de Grupo; Codigos de Grupo;
GAP.



INTRODUCAO

No aspecto geral, as teorias de algebra abstrata foram fundamentadas por expoentes
como P. Ruffini, L. Euler, C.F. Gauss, dentre outros. Em meados do século XIX referen-
ciais como A. Cauchy, N.A. Abel, E. Galois desenvolveram diversos resultados importantes
relacionados as teorias de diversos objetos algébricos matematicos, trabalhando avancgos em
pesquisas nas estruturas de grupo e de anéis. No século XX comecgou-se a firmar uma area
de estudo na algebra, denominada como teoria de anéis de grupos, sendo alicercada em es-
truturas algébricas canonicas, que sao as de grupo e de anéis, onde por mais que A. Cayley
tenha trazido o primeiro anel de grupo em seus trabalhos, somente no século XX tal teoria
comecgou a ser explorada e serem obtidos resultados da natureza dessa algebra. Temos que
um anel de grupo é uma estrutura hibrida, definida como um moddulo livremente gerado
sobre um grupo com coeficientes em um anel associativo com unidade.

Diante do avancgo das teorias algébricas, e em particular, da teoria de anéis de grupo,
uma nova teoria matematica aplicada comecou a ser desenvolvida por C.E. Shannon, do
laboratério Bell, denominada por teoria dos cédigos corretores de erros, que é configurada
como uma teoria matematica de comunicacao, sendo exposta ao mundo em 1948, através da
publicagao de seu trabalho.

Os codigos corretores de erros estao presentes em diversos aspectos de nosso cotidiano,
pois os mesmos estao presentes em atividades como a de assistir um programa de tele-
visao, ouvir uma musica, enviar mensagens digitais, conectar-se a internet. Um exemplo
caracteristico de determinados cédigos é o de niimeros com cédigos verificadores, que sao os
numeros vinculados as contas bancarias, CPF. Em tais sao fornecidos alguns digitos adicio-
nais que permitem detectar erros.

Em linhas gerais, o estudo de tal teoria estd ligada a aspectos de transmissdo/armazenamento



de mensagens eletronicas, onde tal mensagem sera transformada em sinal digital, através de
uma codificagao para ser transmitida ou armazenada. Entretanto, nesse processo a mensa-
gem pode receber corrompimento ou adulteracao, em prol de reduzir tal interferéncia, sao
desenvolvidos cédigos e esses sao aplicados nas palavras a serem enviadas, de modo que,
mesmo sofrendo interferéncias no processo de envio das mensagens, tais codigos estao muni-
dos (algebricamente) com ferramentas que permitem com que as mensagens que chegaram
ao destinatdrio possam ser as mesmas que, de fato, foram enviadas, ou seja, os codigos con-
sigam corrigir os erros oriundos da transmissao para que haja decodificacao das palavras e
essas estejam certas.

Dividimos este trabalho em trés capitulos. No primeiro apresentamos os fatos basicos
da teoria de cédigos corretores de erros. Especialmente as defini¢oes e resultados de natureza
algébrica. O segundo capitulo é dedicado ao estudo da estrutura de anéis de grupo. Para
isso, foi necessario apresentar um breve resumo da teoria de médulos. Por fim, nosso ltimo
capitulo é dedicado ao objetivo central deste trabalho que é a apresentacao dos codigos de

grupo.



CAPITULO 1

CODIGOS CORRETORES DE ERROS COM
ESTRUTURA CICLICA

Os codigos corretores de erros sao fundamentais na teoria da informacao e nas comunicagoes
digitais, garantindo a confiabilidade da transmissao de dados em canais ruidosos. Entre as
varias classes de cédigos, os codigos com estrutura ciclica destacam-se por suas propriedades
algébricas e eficiéncia computacional. Neste capitulo, exploraremos inicialmente os codigos
lineares, com foco especial nos cédigos ciclicos, que formam uma subclasse importante e
amplamente aplicada. Discutiremos também a métrica de Hamming, que mede a distancia
entre palavras de codigo, e os codigos duais, que permitem a andlise da estrutura algébrica
dos cédigos.

Como literatura bésica e introdutéria para estudo da teoria indicamos [4]. Além disso,
conceitos algébricos serao necessarios para uma boa compreensao do texto, entao sugerimos
uma breve revisao das estruturas algébricas bésicas apresentadas em [3].

1.1 Introducao

Um cédigo corretor de erro é uma maneira organizada de se acrescentar um dado para
cada informacao que sera transmitida ou recebida, de modo que permita detectar e corrigir
erros no processo de recuperagao da informacao. Traremos um exemplo para tornar mais
palpavel e consolidada essa ideia.

Exemplo 1.1 Suponhamos que exista um rob6 que se desloca sobre um tabuleiro quadri-
culado trididmensional e por isso abaiza e levanta cada braco separadamente. Note que o
robo pode movimentar-se de oito maneiras distintas, sendo elas: Leste, Oeste, Norte, Sul,

4
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Direito-cima, Direito-baixzo, Esquerdo-cima, FEsquerdo-baizo, onde as palavras Direito e es-
querdo representam os bracos do robo.

Podemos descrever uma codificagao para representar tais movimentacoes possiveis, sendo
ela denominada como codigo fonte, onde tal codigo serd descrito através de coordenadas

{0,1} x {0,1} x {0,1}

Leste — 000
QOeste — 010
Norte — 100
Sul — 110
Direito-cima +— 101
Direito-baizo — 001
esquerdo-cima — 011
Esquerdo-baizo — 111

Os codigos corretores de erros visam determinar maneiras de corrigir eventuais quebras
ou interferéncias que possam acometer a mensagem enviada. Com intuito de minimizar tal
perspectiva sao introduzidas redundancias, que € uma maneira de recodificar as mensagens e
que permita a correcao de erros com maior confiabilidade através do algoritmo. Esse novo
codigo gerado a partir do codigo fonte aliado as redundancias recebe o nome de codigo de
canal, denotaremos tal cédigo por P, onde P C AT, com A = {0, 1}.

Leste— 0000000
QOeste — 0101010
Norte — 1001001
Sul — 1101101
Direito-cima — 1010101
Direito-baizo — 0011111
esquerdo-cima +— 0110110
Esquerdo-baixo — 1111011

Note que se ao enviarmos a palavra 0101010 houvesse alguma danificacao na men-
sagem e o receptor obtivesse a palavra 0101011 teriamos que comparar as palavras que
pertencem ao codigo com a recebida, nesse processo € possivel detectar o erro e, sequencial-
mente, podemos corrigi-lo, averiguando que a palavra 0101010 é, precisamente, a mensagem
enviada.

Esse processo de correcao e organizagao de codigos pode ser esquematizado da seguinte
maneira:
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Codificador Codificador de
da fonte _ canal

Cana

Decodificador de

Decodificador da
fonte

|

canal

Observacao 1.1 O estudo relacionado a codigos corretores de erros no escopo do traba-
lho estd voltado na transformacdo do codigo fonte em cddigo canal e também na detecgao,
correcao de erros e decodificacao de mensagens recebidas do codigo canal para o codigo fonte.

Observacao 1.2 o estudo sobre codigos corretores contidos no presente trabalho estarao
fundamentados nos canais stmétricos, que satisfazem duas propriedades

i) Todos os simbolos transmitidos possuem a mnesma probabilidade (pequena) de serem
recebidos errados;

ii) Se um simbolo € recebido errado, a probabilidade de ser qualquer um dos outros € a
mesma.

1.1.1 Meétrica de Hamming

Primeiramente, para construirmos um cédigo corretor de erros escolhe-se um conjunto finito
A que é denominado alfabeto e o nimero de elementos de A, que é representado por |A|
serd denotado como q.

Um cédigo corretor de erros é um subconjunto préprio qualquer de A™ para algum
natural n.

Agora abordaremos uma forma organizada de medir a distancia entre os elementos de

A", que chamaremos de palavras.

Defini¢ao 1.1 (Distancia de Hamming) Dados dois elementos u,v € A", a Distancia
de Hamming entre u e v € definida como
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d(u,v) = | {i;u; #v;,1 <i<n} |

Um fato importante a ser destacado é que a Distancia de Hamming satisfazendo as
trés propriedades listadas na proposicao abaixo a caracterizam como uma métrica, sendo
denominada, portanto, como Métrica de Hamming,.

Proposicao 1.1 Dados u, v, y € A", entao
1) Positividade: d(u, v) > 0 e temos d(u, v) = 0 se e s6 se u = v;
2) Simetria: d(u,v) = d(v, u);
3) Desigualdade Triangular: d(u, v) < d(u, y) + d(y, v).

Demonstracao: Presente em [4]. n

Traremos agora duas defini¢coes fundamentais para estudo de cédigos corretores de erros,
que sao as de disco e esfera.

Definigcao 1.2 Dado um elemento a € A™ e um numerot > 0, definimos o disco e a esfera
de centro em a e rato t como sendo, respectivamente, 0s conjuntos

D(a,t) = {u€ A" : d(u,a) < t};
Sla, t) ={ue A" : d(u,a) =t}.

Vamos apresentar a maneira de se exprimir a cardinalidade do disco e da esfera, que
sao conjuntos finitos. Para isso enunciamos a seguinte observagao:

Observacao 1.3 Usaremos a notacdao usual acerca das combinatorias
n n!
) (n—a)!
e denotaremos por |B| o nimero de elementos do conjunto B.

Lema 1.1 Para todo a € A™ e todo nimero natural r > 0, temos que
Dl =3 (1) -1
’ 7
i=0
Demonstracgao: Primeiramente, observemos que

stani=3 (1) - v

1=0
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e para cada coordenada da palavra c¢ existem (¢ — 1) elementos distintos do alfabeto A, e
a poteéncia i € justificada pelo nimero de coodenadas da palavra que podem ser variadas.
Observe que como as palavras pertencem a A™ entao as i’s entradas distintas podem ocorrer
nas n’s coordenadas da palavra, ou seja,configurando-se uma combinacao entre tais fatores.

Note que
S(a,i)N S(a,j) =@ sei#j;
U S(a,i) = D(a,f), onde 0 <i <
e dai segue de imediato o que queriamos mostrar. [ ]

Observagao 1.4 A cardinalidade de D(a,c) depende apenas de n, g, T.

Definicao 1.3 Seja C' um codigo. A distancia minima de C é o numero
d =min{d(u,v);u,v € C eu#v}.

Exemplo 1.2 Ao analisarmos cédigo canal do robo (presente no Exemplo temos que,
comparando as palavras duas a duas, obteremos d = 3.

Definicao 1.4 Dado um codigo C com distancia minima d, definimos o nimero

- 45

onde [t] representa a parte inteira de um nimero real t.

Lema 1.2 Seja C um codigo com distancia minima d. Se ¢ e ¢’ sao palavras distintas de
C, entdo

D(c,k)ND(c, k) =o.
Demonstracao: Presente em [4]. u

O préximo teorema justificarda a importancia de encontrarmos a distancia minima de
um codigo.

Teorema 1.1 Seja C um cddigo com distancia minima d. Entao C pode detectar até d — 1
d—1

erros e corrigir k = [T} ETTOS.
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Demonstracgao: Se ao transmitirmos uma palavra ¢ do codigo cometemos t erros com t < k,
recebendo a palavra r, entao d(r,c) =t < k, e pelo Lema[1.2] a distancia de r para qualquer
outra palavra do codigo é maior do que k. Isso determina ¢ univocamente a partir de r, ou
seja, corrigi-se a palavra recebida e substituindo-a por c.

Por outro lado, dada uma palavra do cédigo, podemos nela introduzir até d — 1 erros
sem encontrar outra palavra do cédigo, e assim, a deteccao do erro sera possivel. [ ]

d—1
Definigao 1.5 Seja C' C A™ um cddigo com distancia minima d e seja k = [T} 0

codigo serd dito perfeito se

U D(e, k) = A"
ceC

Um c6digo C' sobre um alfabeto A possui trés parametros fundamentais [n, m, d], que
s@o, respectivamente, n como o seu comprimento (o nimero n corresponde ao espa¢o ambi-
ente A" onde C se encontra, M que representa o nimero de elementos e d a sua distancia
minima. Os cédigos interessantes de serem estudados sao os que possuem M e d grandes,
em relacao a n, mas nem sempre ha cédigos que envolvam os trés parametros, pois hd uma
interdependéncia complexa entre tais valores.

1.2 C(Cdbdigos lineares

Consideremos K um corpo finito com ¢ elementos determinado cmo alfabeto. Temos entao
para cada numero natural n um K-espago vetorial K™ de dimensao n.

Definigao 1.6 Um codigo C C K™ serd chamado de codigo linear se for um subespago
vetorial proprio de K™

Observagao 1.5 Todo cddigo linear € por definicao um espaco vetorial de dimensao finita.

Seja k a dimensao do cédigo C' e seja vy, va, ..., v, uma de suas bases, portanto, qualquer
elemento de C' é descrito de forma tnica, tal como:

AU1 + AUy + o AUy
Onde \;,7 =1,2, ..., k, sao elementos do corpo K. Segue que
M =|C| = q",
e também

dimiC = k = log,q" = log,M
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Definicao 1.7 Dado v € K™ define-se o peso de & como sendo o niumero inteiro

w(x) = [{i;2; # 0}
Observe que
w(z) = d(z,0),
onde d representa a métrica de Hamming.
Definicao 1.8 O peso de um cddigo linear C' € o inteiro
w(C) == min{w(x);z € C — {0}}.

Proposigao 1.2 Seja C' C K™ um cddigo linear com distancia minima d. Temos que

i) Ve,y € K", d(z,y) = w(z — y);

ii) d = w(C).
Demonstragao:

i) Segue de imediato das defini¢oes da métrica de Hamming e da de peso de um cddigo;

ii) segfue do fato de que para todo par de elementos x,y em C tais que x # y tem-se
r—y=2z€C—{0}edx—y)=w(z).

Observe que a proposi¢ao acima nos mostra que, em cédigos lineares com M elementos
podemos calcular a distancia minima d a partir de "M — 1”7 célculos de distancias.

Pelo item ii) da proposigao anterior a distancia minima de um cédigo linear C serd
denominada também como peso do cédigo C.

Utilizaremos resultados de algebra linear para descrever duas formas de determinar su-
bespacos vetoriais C de um espacgo vetorial K™, uma como imagem e outra como ntcleo de
transformacoes lineares.

Primeiramente, descreveremos como obter a representacao de C como Imagem. To-
mando uma base vy, v, ..., v, de C e considerando a aplicacao linear abaixo

T Kk — K®

T = (T1, T2, ..., Ty) > T1V] + ToVs + ... + TpUp
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Temos que T é uma transformacao linear injetora, tal que a imagem de T é C.

Essa é a forma paramétrica do subespaco C, pois oe elementos de C sao parametrizados
pelos elementos x de K™ através da transformacao T. Entretanto ¢ dificil decidir se um dado
elemento v de K" pertence ou nao a C, pois, para tal é necessario resolver um sistema que
possui n equacgoes nas k incognitas x1, ..., x; abaixo

T1V1 + ToUg + ... + TRV = U

E computacionalmente tal solucao possui, de forma geral, um custo elevado. Contra-
pondo a tal fato iremos descrever um cédigo C através do ntcleo de uma transformacao
. / .
linear. Tome um subespago C" de K", complementar de C, ou seja,

ChHC =K"
Considere a aplicacao linear
H:ChHC - Kok
udPv = v

tal que o nucleo é precisamente C. Computacionalmente é mais simples verificar se um
elemento v € K™ pertence ou nao & C, para isso, basta verificar se H(v) é ou ndo o vetor
nulo de K* ¥, que tem um custo pequeno.

Exemplo 1.3 Considere o corpo finito com trés elementos Fz = {0,1,2}, e seja C C F§ o
codigo gerado pelos vetores v1 = 1011 e vy = 0112.

Esse cédigo possui 9 elementos (¢ = 3%), pois tem dimensdo 2 sobre um corpo de trés
elementos. Uma representacao paramétrica de C € dada por

T1V1 + ToU2

ao variar x1,xs em Fg. O cddigo C pode ser representado como nicleo da transformacao
linear
) 4 2
H: F3 — F3

(271,...,1’4) — (2231 —1-23:2—1—.:153,2:151 +$2+1‘4)

Definicao 1.9 Seja K um corpo finito. Dois cédigos lineares C' e C' sio linearmente equivalentes
se existir uma isometria linear T : K™ — K® tal que T(C) = C'

A partir de alguns resultados de algebra linear descritos em [4] temos que dois cédigos
lineares C' e C" em K" sdo linearmente equivalentes se e s6 se existem uma permutacio
de {1,2,...,n} e elementos ¢, ¢y, ..., ¢, de K — {0} tais que

C/ — {(Clxﬂ-(l), ...,Cn.ﬁCﬂ-(n)); (.Z'l, ey Iy - C)}
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Do fato mencionado anteriormente discorre uma segunda definicao acerca de cédigos
lineares linearmente equivalentes

Definicao 1.10 Dois codigos lineares sao linearmente equivalentes se e s6 se cada um deles
pode ser obtido do outro mediante uma sequéncia de operagoes do tipo:

i) Multiplica¢ao dos elementos numa dada posicao fiza por um escalar nao nulo em todas
as palavras;

ii) Permutacdo das posicoes de todas as palavras do cddigo, mediante uma permutagdo
fixa de {1,2,...,n}.

1.2.1 Matriz geradora de um cdédigo

Sejam K um corpo finito com ¢ elementose C' C K" um codigo linear. Denominaremos como
parametro do cddigo linear C a terna de inteiros (n, k, d), onde k é a dimensao de C sobre
o corpo K e d representa a distancia minima de C. Observe que o nimero de elementos M
de C ¢é igaual a ¢".

Seja B = {vy, ..., v;} uma base ordenada de C e considere a matriz G, cujas linhas sao
os vetores v; = {vj, ..., v}, = 1,..., k, ou seja,

U1 V11 V12 ... UVin

Uk Vg1 Vg2 - Ugn

A matriz G é chamada de matriz geradora de C' associada a base B.
Considere a transformacao linear definida por

T: Kk K™
z— G

Se x = {x1,...,x}, temos que
T(z) = 2G = x101 + ... + TV,

logo T'(k¥) = C. Pode-se considerar KX como sendo o cédigo da fonte, C, o cédigo de canal
e a transfromacao T, uma codificacao.

Note que a matriz G nao é univocamente determinada, visto que ela depende da escolha
da base de B. Lembremos de resultados da teoria de espacos vetoriais que nos garantem que

uma base de um espaco vetorial pode ser obtida uma da outra através de operagoes do tipo:

i) Permutagao de dois elementos da base;
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ii) multiplicagado de um elemento da base por um escalar nao nulo;

iii) Substituigdo de um vetor da base por ele mesmo somado com um miltiplo escalar de
outro vetor da base.

Do resultado acima segue que duas matrizes geradoras de um mesmo cédigo C' podem
ser obtidas uma da outra por uma sequéncia de operagoes do tipo:

I) Permutagao de duas linhas;
IT) Multiplicagao de uma linha por um escalar nao nulo;

IIT) Adigao de um multiplo escalar de uma linha a outra.

Inversamente, podemos construir cédigos a partir de matrizes geradoras G. Para isso,
basta tomar uma matriz cujas linhas sao linearmente independentes e definir um cédigo
como sendo a imagem da transformacao linear

T: Kk K©®
z — G

Definicao 1.11 Diz-se que uma matriz geradora G de um codigo C' estd na forma padrao
se tivermos

onde Idy € a matriz identidade k X k e A, uma matriz k x (n — k).

Algo importante que deve ser salientado é que dado um cédigo C', nem sempre é possivel
achar uma matriz geradora de C' na forma padrao. Por exemplo, o cédigo em F5 de matriz

geradora
00101
00011

nunca podera ter uma matriz geradora na forma padrao, pois nao consegue-se obté-la utili-
zando uma das operagoes descritas anteriormente.
Entretanto, efetuando também as permutacoes das colunas de GG, pode-se obter a matriz

1 00 01
01 001
que é a matriz geradora na formas padrao de um cédigo C' equivalente a C.

De modo mais geral, efetuando também sequéncias de operacoes sobre a matriz geradora
G de um cédigo linear C', do tipo:
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C1) permutacao de duas colunas;
C2) multiplicagdo de uma coluna por um escalar nao nulo;

obtemos uma matriz G de um cédigo C.

Observacao 1.6 Note que efetuar as operacoes acima numa base de C' implica efetud-las
em todas as palavras de C.

Permitindo-se a utilizacao de operacgoes do tipo C1 conseguimos ter o seguinte resultado:

Zz 7- . . Y . !/ .
Teorema 1.2 Dado um codigo C, existe um unico codigo equivalente C° com matriz gera-
dora na forma padrao.

Demonstracao: Presente em [4] n

1.2.2 C(Cdbdigos Duais

Sejam u = (uq, ..., u,) € v = (vq,...,v,) elementos de K", define-se o produto interno de u e
v como sendo
(u,v) = ugvy + ... + UV,

Tal operagao possui as propriedades usuais de um produto interno, isto €, simetria
<u7 U> - <U> U)

e bilinearidade
{u+ A, v) = (u,v) + A (w, v)

para todo A € K
Seja C' € K™ um codigo linear, define-se
Ct ={ve K" {u,v) =0,Yu € C}

Lema 1.3 Se C' € K" ¢ um codigo linear com matriz geradora G, entdo

i) Ct € um subespago vetorial de K*;

i) v € Ct <= Gat =0
Demonstracao:

i) Sejam dados u,v € C+ e A € K. Temos que para todo z € C,

(u+ v, z) = (u,z) + A (v, ) =0,

e portanto u + M € C+.
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ii) 2 € C* se, e 86 se x é ortogonal a todos os elementos de C se, e s6 se x é ortogonal
a todos os elementos de uma base de C, que é equivalente dizer que Gz' = 0, pois as
linhas de G sao uma base de C'.

Observacao 1.7 O subespaco vetorial C+ de k™, ortogonal a C, é também um cddigo linear
que serd chamado de codigo dual de C.

Proposicao 1.3 Seja C' C K" um cddigo de dimensao k com matriz geradora G = (Idy|A),
na forma padrao. Entdao

i) dimC+=n —k;
i) H = (—A'Id,_) é uma matriz geradora de C*.
Demonstracao:

i) Pelolema 1, x = (x4, ...,1,) pertence a C* se, e s6 se Ga' = 0. Como G esté na forma
padrao, temos que

portanto C* possui ¢" % elementos, que sdo justamente as possiveis escolhas arbitrarias
de xp41, ..., Ty. logo, C*+ possui dimensao n — k.

ii) Observe que as linhas de H s@o linearmente independentes, por causa do bloco Id,,_,
portanto, geram um subespaco vetorial de dimensao n — k. Como as linhas de Hsao
ortogonais as linhas de GG, temos que o espaco gerado pelas linhas de H esta contido
em C* e como esses dois subespacos tem a mesma dimensa, eles coincidem, provando
assim que H = (—A!|Id,_;) ¢ uma matriz geradora de C*.

Vamos recordar as definigoes de algumas isometrias lineares bésicas de K"
Ty : K" — K"

(150 ) > (Tg(1) -0 To(m)),s
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onde ¢ é uma permutacao de {1,....,n}, e

T K" — K"

ondece K*ej=1,..,n.
O seguinte lema diz como se relaciona a dualidade com a equivaléncia de c6digos lineares

Lema 1.4 Seja C' um cddigo linear em K™. Para toda permutagao ¢ de {1,...,n}, para todo
c € K* e para todo j =1,...,n temos que

i) (Ty(C))*" = Ty(CH);
i) (THE =T, (Ch).

Proposicao 1.4 Sejam C' e D dois cidigos lineares em K". Se C e D sao linearmente
equivalentes, entdo C+ e D+ sdo linearmente equivalentes.

Demonstracao: Se (' e D sao linearmente equivalentes existem uma permutacao ¢ de
{1,...,n} e elementos ci, ..., ¢, € K tais que

D =T, oTcl1 o..oT](C).
Levando em consideracao o resultado do lema anterior temos

DY =(TyoT) 0.0 T (C)) =Tyo Tcll,l o..oT (C).

Corolario 1.1 Se D € um cddigo linear em K" de dimensdo k, entdo D+ € um cddigo de
dimensao n — k.

Demonstracao: Presente em [4]. n

Lema 1.5 Suponha que C seja um codigo de dimensao k em K" com matriz geradora G.
Uma matriz H de ordem (n — k) x n, com coeficientes em K e com linhas linearmente
independentes, é uma matriz geradora de O se, e sé se

G-H =0
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Demonstracao: As linhas de H geram um subespaco vetorial de K™ de dimensaon — k,
portanto, igual a dimensdao de C*. Por outro lado, representando por hy,...,h,_; e por
g1, ---, Ok, respectivamente, as linhas de H e de G, temos que

(G ) Hz‘tj) = <gi7 hj) .
Portanto, G - H = 0 equivale a dizer que todos os vetores do subespaco gerado pelas
linhas de H estao em C*. Por outro lado, esse subespaco tem a mesma dimensdo de C*,

logo

G- H' = 0 <= C* ¢ gerado pelas linhas de H.

Corolario 1.2 (CH)* =C

Demonstracao: Presente em [4]. n

Proposicao 1.5 Seja C um codigo linear e suponhamos que H seja uma matriz geradora
de C*. Temos entdo que

veC <« Hv'=0.

Demonstragao: Pelo Lema [L.3] (i) e o Coroldrio [1.2]
veC v (0 < Hv'=0.
n

A proposicao acima nos permite caracterizar os elementos de um cédigo C' por uma
condicao de anulamento.

A matriz geradora H de C* é chamada de matriz teste de paridade de C.

Definicao 1.12 Dados um cddigo C com matriz teste de paridade H e um vetor v € K",
chamamo o vetor hv' de sindrome de v.

Proposicao 1.6 Seja H a matriz teste de paridade de um cddigo C'. Temos que o peso de
C' € maior do que ou igual a s se, e sO se quaisquer s — 1 colunas de H sao linearmente
independentes.
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Demonstragao: Suponhamos que cada conjunto de s — 1 colunas de H é linearmente
independente. Seja ¢ = (c1, ..., ¢,) uma palavra nao nula de C, e sejam h', ..., h" as colunas
de H. Como Hc' = 0, temos que

O:H-et:ZCihi.

Visto que w(c) é o nimero de componentes nao nulas de ¢, segue que se w(c) < s — 1
terfamos uma combinacao nula de um nimero t, com 1 <t < s — 1, de colunas de H, o que
é contraditério. Logo, w(c) > s, e portanto, w(C') > s.

Por outro lado, suponhamos que w(C') > s. Suponhamos também, por absurdo, que
H tenha s — 1 colunas linearmente dependentes, digamos h'l, ..., h%-1. Logo, existiriam
Ciyy -y Ci,_,, DO corpo, nem todos nulos, tais que

ci,h™ + ...+, h*1 =0,

Portanto, ¢ = (0, ...,¢;,0,...,¢;,_,,0,...,0) € C e consequentemente, w(C) < s —1 < s,
0 que seria um absurdo. [

Teorema 1.3 Seja H a matriz teste de paridade de um codigo C. Temos que o peso de C é
wqual a s se, e so se, quaisquer s — 1 colunas de H sao linearmente independentes e existem
s colunas de H linearmente dependentes.

Demonstracao: Presente em [4]. u

Coroléario 1.3 Cota de Sigleton: Os parametros (n,k,d) de um cddigo linear satisfazem a
desiqualdade
d<n-—k-+1

Demonstracao: Se H é uma matriz teste de paridade, ela tem posto n — k. Como, pelo
Teorema [1.3] d — 1 é menor ou igual ao posto de H, segue a desigualdade. ]

Definigao 1.13 Um cédigo serd chamado de MDS (Maximum Distance Separable) se valer
a iqualdade d =n — k + 1.

1.2.3 Exemplos de Cédigos

Exemplo 1.4 (Cddigos de Hamming)
Um codigo de Hamming de ordem m sobre Fy € um codigo com matriz teste de paridade H,,
de ordem m X n, cujas colunas sao os elementos de F3' — {0} numa ordem qualquer.
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O exemplo acima que traz a definicao de H,, determina o cédigo C' a menos de equi-
valéncia.

Temos portanto, que o comprimento de um cédigo de Hamming de ordem m én = 2™ —1,
e sua dimensao é k=n—m =2"—m — 1.

Proposicao 1.7 Todo cédigo de Hamming € perfeito.

Demonstracao: A priori, temos que distancia minima de um coédigo de Hamming é d = 3,
d—1
dai k = [T} = 1. Dado ¢ em F7. Temos que

D(e.1)] =1+n.

Portanto,
UD(e.1)| = [1+nj2F = [1+2m —1]2" " = 2",
ceC
e consequentemente,
D(c.1) =F3.
ceC
|

Verifica-se facilmente que um cédigo de Hamming de ordem m é MDS se, e somente se
m = 2.

Exemplo 1.5 O codigo do Mariner 9

O codigo usado na nave espacial mariner 9 € um membro particular de uma familia de
codigos R(1,m) definidos sobre Fy. Estes cidigos sao denominados de Cédigos de Reed-
Muller de primeira ordem.

Considere todos os elementos de F3' e arrume-os como vetores colunas de uma matriz
Apy,m X 2™, de modo que o bloco m x 2™ —1 a esquerda dessa matriz seja a matriz H,, como
descrita no exemplo 1.5, e que a ultima coluna a direita seja o vetor zero de F3', isto é

Ay = (Hp,0).

Construimos a matriz G com (m+1) linhas e 2™ colunas, de tal modo que nas entradas
de sua primeira linha sejam todas iguais a 1 e, logo abairo, a matriz A,, como bloco, ou seja,

1 1
¢=(. o)

A seguinte proposigao traz quais sdo os paramétros dos codigos R(1,m) cuja matriz
geradora seja a matriz G.
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Proposigao 1.8 Os parametros do cédigo R(1,m) sao (2™, m + 1,2m~1)

Demonstracao: A principio temos que o comprimento do coédigo é 2™, pois a matriz G
tem 2™ colunas. Como a matriz G tem m + 1 linhas linearmente independentes devido ao
bloco H,, e pelo fato da primeira linha ser linearmente independente das demais, segue que
a dimensao de R(1,m) e m + 1.

Vamos mostrar que a distancia minima de tal cédigo é 2™~L. Note que, exceto a palavra
u = 1...1, as demais palavras do cédigo possuem peso 2™ !, isto ¢, metade das componentes
sao constituidas de zero e a outra metade, de uns.

Seja ¢ = v;, + ... + v;, uma palavra qualquer de R(1,m) onde os v;;,j = 1,...,m sdo
vetores linha da matriz G. Suponhamos que nenhum desses vetores é o vetor 11...1. Considere
a matriz

B =
UiT

A matriz B possui 2" colunas distintas correspondentes aos vetores de Fi, cada uma
repetida 27" vezes. Portanto, a matriz A possui metade das colunas de peso par e metade
de peso impar. Consequentemente, o vetor ¢ possui metade de suas componenetes iguais a
zero e metade igual a um, o que prova que o peso de ¢ é 2771, Se um dos somandos de c,
digamos v;,, € igual ao vetor 11...1, pelo fato ja estabelecidode que o vetor v;, + ... + v;. tem
metade de suas componentes igual a 1 e metade igual a zero, segue que o mesmo ocorre para

C. |

Observacao 1.8 O cddigo do Mariner 9 corresponde ao caso m = 5, portanto trata-se do
cddigo R(1,5) cujos parametros sao (32,6,16). Logo, k =T.

1.2.4 Decodificagao

Denomina-se Decodificacao o procedimento de deteccao e correcao de erros num determi-
nado c6digo. O método de decodificagao abordado na pesquisa pautada na referéncia [4] é
um aperfeicoamento do método inventado por D. Slepian do laboratério Bell na década de
60.

Definicao 1.14 O wvetor erro e trata-se da diferenca entre o vetor recebido r e o vetor
transmitido ¢, ou seja,
e=r—c

Observacao 1.9 O peso do vetor erro corresponde ao niumero de erros cometidos numa
palavra entre a transmissao e a recepcao.
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Seja H a matriz teste de paridade de cédigo. Como Hc! = 0, temos que
He'= H(r' — ") = Hr' — He' = Hr'.

Portanto, a palavra recebida e o vetor erro possuem a mesma sindrome.
Denotaremos por h' a i-ésima coluna de H. Se e = (a;...a,,), entao

Zaihi = Het = Hr'.
=1

Lema 1.6 Seja C' um codigo linear em K™ com capacidade de correcao k. Se r € K" e
c € C sao tais que d(c,r) < k, entdo existe um unico vetor e com w(e) < k, cuja sindrome
€ igual a sindrome de r e tal que c=r—e

Demonstracao: Observe que e = r —c¢ possui a propriedade do lema, pois w(e) = d(c,r) <
k. Para provarmos a unicidade, suponhamos que e = (a;j...a,,) e € = (aj...a,) sejam tais
que w(e) < k e w(e’) <k e tenham mesma sindrome que r. Entao, se H é uma matriz teste
de paridade de C, temos

Het:H(el)tﬁiaihi:ia;hi,
i=1 =1

O que nos dé uma relagao de dependéncia linear entre 2k(< d — 1) colunas de H. Como
quaisquer d — 1 colunas de H sao linearmente indepenetes, temos que o = «;, para todo i,
logoe =¢. |

Exemplo 1.6 (Determinagdo de e quando w(e) < 1)
Suponhamos que o codigo C' tenha distancia minima d > 3 e que o vetor erro e, introduzido
entre a palavra transmitida ¢ e a palavra recebida v, seja tal que w(e) < 1. Isto €, o canal
introduziu no mdximo um erro.

Se He! = 0, entaor € C e toma-se ¢ = .

Suponhamos He' # 0, entdo w(e) = 1, e portanto, e tem apenas uma coordenada nao
nula. Nesse caso, consideremos que e = (0, ...,c,...,0) com a # 0 na i-ésima posicao. Logo,

He' = ah’,
onde h' é a i-ésima coluna de H. Portanto, ndo conhecendo e, mas conhecendo
Het = Hr' = ahl’,

podemos determinar e como sendo o vetor com todas as componenetes nulas exceto a
i-ésima componente, que € Q.



22 Codigos corretores de erros com estrutura ciclica

Agora, estabeleremos o algoritmo de decodificacao em cédigos corretores de um erro

A priori, considere H a matriz teste de paridade do cédigo C' e seja r um vetor recebido
e supondo d > 3.

) Calcule Hr';
) Se Hr' =0, aceite r como sendo a palavra transmitida;
iii) Se Hr' = s' # 0, compare s’ com as colunas de H;
)

Se existirem 7 e « tais que st = ah?, para o € K, entao e é a n-upla com « na posicao
1 e zeros nas outras posicoes. Corrija r pondo c =r — e;

v) Se o contrario de (iv) ocorrer, entdao mais de um erro foi cometido.

Seja C' C K™ um codigo corretor de erros com matriz teste de paridade H. Sejam d a
e d—1
distancia minima de C e k = [T]

Definicao 1.15 Seja v € K", cada conjunto da forma
v+C={v+c:ceC}
¢ denominado de classe lateral de v segundo c.

Lema 1.7 Os vetores u ¢ v de kK™ tem a mesma sindrome se, e so se, u € v+C.

Demonstracao: Hu' = Hv' <= H(u—v)! =0<=u—-veC <= ucv+C. n

Proposicao 1.9 Seja C' um (n, k)—cdédigo linear. Temos que:
)+ C=V +Cev-—1v cC,
i) v+O)NW +C) £ =v+C=0v+C,

i) U (v+C) =KV,

veK™
w) [(v+c)| =|C| ="

Definicao 1.16 Um vetor de peso minimo numa classe lateral é chamado de elemento lider
dessa classe.
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Proposigao 1.10 Seja C' um codigo linear em K™ com distancia minima d. Se u inK"™ é
tal que

ot < 4] =

entao u € o unico elemento lider de sua classe.

d—1 d—1
Demonstragao: Suponhamos que u,v € K" com w(u) < [T] e w(v) < [T}
Se u —v € (' entao
d—1 d—1
w(u—v) <w(u)+w(v) < [T] + [T} <d-1
logo, u — v = o0 e portanto, u = v. [ |

Observacao 1.10 Para achar lideres das classes, selecionamos todos os elementos u tais

que w(u) < [%] Cada um desses elementos € lider de uma, e somente uma classe.

Nessa ultima parte do capitulo discutiremos um algoritmo de corre¢ao de mensagens

que tenham sofrido um nimero de erros menor ou igual a capacidade de correcao do cédigo,
d—1
we é k= [“—|.
4 2
Preparacao: Determine todos os elementos u de K™ tal que w(u) < k. Em seguida,
calcule as sindromes desses elementos e coloque tais dados numa tabela. Seja r uma palavra

recebida.

O Algoritmo da Decodificagao

i) Calcule a sindrome s = Hr;
ii) Se s estd na tabela, seja [ o lider da classe determinada por s, troque r por r — [;

iii) Se s nao estd na tabela, entdo na mensagem recebida foram cometidos mais do que k
erros.

Justificativa: Dado r, sejam c e e, respectivamente, a mensagem transmitida e o vetor
erro. Como He! = Hr!, temos que a classe lateral onde e se encontra estd determinada pela
sindrome de 7. Se w(e) < k, temos que e é o nico elemento lider [ de sua classe, portanto,
¢ conhecido e se encontra na tabela e pelo lema 1.6 ¢ =r — e = r — [ é determinado.
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1.2.5 Cdbdigos ciclicos

Os cbdigos ciclicos sao muito utilizados nas aplicagoes por formarem uma classe de cédigos
linearesque possui bons algoritmos de codificagao e de decodificagao. Sugerimos a leitura
dos capitulos 2 e 3 da referéncia [4] ou uma consulta a [3] para melhor compreensao de
elementos de estruturas algébricas abordadas no escopo do trabalho. Considere K um corpo
finito. Representaremos as coordenadas de K™ por (xg, ..., Tp—1)-

Definicao 1.17 Um codigo linear C' C K™ serd chamado de coédigo ciclico se para todo
¢ = (co,...,cn_1) pertencente a C, o vetor (¢,_1,co, ...,Cn_2) pertence a C.

Equivalentemente, o codigo linear C serd um codigo ciclico se, dada a permutacdo w de
{0,...,n — 1} definida por
W(i){i —1, se z > 1;
n—1 se =0;
e sendo
Tﬂ—(C(), Clyeeny Cn—l) == (Cn—la COy ey Cn_z),

temos que T, € C,Vc € C, isto €, T,(C) C C.
Exemplo 1.7 Seja v € K®. O espaco vetorial
(v) = Kv+ KTy (v) + ... + KT (v)

€ um codigo ciclico, observe que T = Id.

As questoes imediatas que surgem em tal contexto sao:

i) Como podem ser descritos todos os codigos ciclicos de K™?

ii) Qantos sao os codigos ciclicos de dimensao k em K"?

)
)
iii) Todo cddigo ciclico é da forma (v) para algum v?
iv)

Como calcular o peso de um cédigo ciclico?

Algo que vale salientar é que a (iv) pergunta é uma parte de uma questao em aberto,
as demais sao discutidas na referéncia [4] base do escopo desse trabalho.

As técnicas para lidar com cédigos ciclicos consiste no enriquecimento da estrutura de
espago vetorial de K", como serd descrito:
Defina R,, como sendo o anel das classes residuais em K|z] médulo 2™ — 1, isto é
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um elemento de de R,,, é um conjunto da forma:

[f(@)] = {f(x) + g(x) (2" = 1), 9(x) € K[z]};

a adicao e multiplicagdo em R,, sao definidas, respectivamente por

[[1(@)] + [fo(2)] = [fi(2) + fa(2)]

[f1(@)]-[f2(2)] = [f(2). fa()]

A multiplicagdo em R,, por escalares A\ € K é definida por

Af@)) = [Af ()],

Observe que R,, com tais propriedades ¢ um K—espaco vetorial de dimensao n com base
1,[z], ..., [x"7] e é isomorfo a K™ através da transformagao linear

v K" — R,
(Qgy ooy Q1) > a0 + @17 + ... 4 ap_12" ).

Observagao 1.11 O isomorfismo descrito acima € extremante vantajoso para se estudar
qualquer codigo linear C' C K™ por R, possuir estrutura de espaco vetorial, e também uma
estrutura adicional de anel.

Agora, nosso objetivo é determinar matrizes geradoras e matrizes teste de paridade
de cédigos ciclicos em R,. Note que a acao de T, em K" traduz-se, por meio de v, na
multiplicagao por [z] em R,,.

tomando ¢ = (cg, ..., ¢,—1) temos

Tﬂ'(c) = (Cn—b Coy--ey Cn—2)

v(Tr(c)) = [en1 + T + oo + o™ ' = [2]co + 12 + ... + cp12™ ! = [2]0.
Lema 1.8 Seja V um subespaco vetorial de R,. Entao, V é um ideal de R,, se, e s6 se V é
fechado pela multiplicag¢ao por [x].

Demonstracao: Suponhamos que V seja um ideal de R,,. da definicao de ideal segue que

[2][f(x)] € V.V[f(2)] € V. ,

Por outro lado, suponhamos que V seja fechado pela multiplicagdo em [z]. E suficiente
mostrar que [g(z)][f(z)] € V,V[g(x)] € R, e todo [f(z)] € V.

Seja[f(z)] € V. Como V ¢é um subespago de R, entao a[f(z)] € V,Va € K.



26 Codigos corretores de erros com estrutura ciclica

Por hipétese,
[zf(2)] = [z][f(z)] € V.
Indutivamente, temos que para todo m € N
[z7 f(z)] = [z"][f(z)] € V.
Escrevendo [g(z)] = [ag + a1 + ... + 12" Y], temos que

lg(2)][f(@)] = [g(2) f(2)] = [(a0 + a1z + ... + ap12" ] =
aolf(x)] + ar[x][f ()] + ... + ana[z"M][f(x)] €V,

pois V é subespaco e cada parcela da ultima expressao pertence a V. [ ]

Teorema 1.4 Um subespaco C de K™ € um cédigo ciclico se, e sé se v(C) € um ideal de
R,

Para alguns préximos resultados considere a proposicao abaixo:

Proposigao 1.11 Um cddigo C' em K™ ¢é ciclico se, e s¢ se v(C) = I([g(x)]), onde g(z) €
K[x] é um divisor de ™ — 1.

Seja p = car(K). Se n = mp® com m e p primos entre si, temos que

S

" —1= (2™ - 1)".

Como (2™ — 1) = ma™ ! # 0, o polindmio ™! nao possui fator nao constante em

comum com a sua derivada, portanto, nao possui multiplo algum. Com isso,

" —=1= fl---fra

onde os f; sao polinomios monicos, irredutiveis e dois a dois distintos. Logo a decom-
posicao em fatores irredutiveis de 2" — 1 é

"t — 1=

Segue entao que o polinomio z™ — 1 possui exatamente (p® 4 1)" divisores monicos.
Note que R, nao é um dominio de integridade, pois por exemplo

[z —1].[z" P 2" 2+ o+ 1] =[2" 1] =[0].

Observe que g(z) denotara sempre um divisor de ™ — 1, colocaremos
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Teorema 1.5 Seja I = I([g(x)]), onde g(x) é um divisor de ™ — 1 de grau s. Temos que
lg(2)], [xg(x)], [22g(2)], ..., [x" 5 Lg(z)] € uma base de I como espaco vetorial sobre K.

Demonstracao: Os elementos acima sao linearmente independentes. De fato, suponha que
aolg(2)] + ai[zg(@)] + ... + ans1 [2" T g(2)] = [0].

Logo,
[9(2)][a0 + a1z + ... + ap_s—12" '] = [0].

Portanto, para algum d(z) € K[z], temos que
g(x)(ag+ a1z + ... + ap_g 12" = d(x).(a™ — 1).

Dai, segue que
ap + a17 + ... + ay_y 2" 5 = d(x).h(x).

Como o grau de h(x) é n — s devemos ter ag+ a1+ ...+ a, 12" *"1 = 0 e consequen-

temente, ag = a;y... = ap_s_1 = 0.
Os elementos acima geram [ sobre K. De fato, se [f(z)] € I, temos que

f(z) =d(x).g(x) mod (z"—1).

Pelo algoritmo da divisdo, temos que d(x) = ¢(x).h(x) 4+ r(z), com r(x) = ag + a1z +
oo Q12571 Logo,

f(z) =d(x).g9(x) = c(z).h(z).g(x) + r(x).g(x) mod (z"—1),
e portanto,

f@)=clx)(a™ =1)+r(x).9(x) =r(x).g(X) mod (z"—1).
Consequentemente,

[f(2)] = aolg(@)] + a1 [zg(2)] + - + @n—sa[z" T g(2)].

Corolario 1.4 Dado um cédigo C ciclico, eziste v € C tal que C = (v) .

Corolario 1.5 Seja g(x) = go + g1 + ... + gpx® um divisor de x™ — 1 de grau s. Se

I'=I([g(x)]), entao
dimpl =n — s,

e o cddigo C' = v~ (I) tem matriz geradora
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v~ ([g(2)]) go g1 o g 0 .. 0
G- v ([xg(2)]) {0 9% 9 - g5 . O
v (2" g(2)]) 0 ... 0 go - - gs
Demonstracao: As demonstragoes dos coroldrios acima estao presente em [4]. [

Defini¢ao 1.18 Dado um polinomio h(x) = hg + hiz + ... + hyx, que divide X™ — 1, tem-se
que o polinémio reciproco de h(z) é

h*(z) = 2'h(1/X) = hy + hy_12 + ... + hoa!,
é também um divisor de ™ — 1.

Teorema 1.6 Seja C' = v~ (I) um cddigo ciclico, onde I = I([g(z)]), com g(x) um divisor
de 2™ — 1 de grau s. Entio C* ¢é ciclico e C*+ = v~1(J), onde J = I([h*(2)]).

Demonstragao: Tomemos g(x) = go + 12 + ... + gs2° e h(z) = hg + hix + ... + h,_g2"™°
Note que gr(h(z)) = n — s, portanto h,_s # 0.

Sejam
g g1 - gs 0 ... 0
G = 0O 9 o1 -~ 95 .. O
0 0 9o 9s
e
Pn—s hp_s—1 . ho 0 0
7— 0 hns  hp_s_1 ho 0
0 0 haa o hy

Observe que as linhas de H sao linearmente independentes.
Seja {eq, ...,e,} a base candnica de K®. A i-ésima linha de G é

Gi = goe1 + g1€iy1 + ... + gs€ivs, 1 <1< n—s,
e a j-ésima coluna de H® é
Hj = hp_sej + hp_s_1€j41 + ... + ho€jin_s, 1 <10 <s.
Suponhamos que ¢ < j. O produto interno de G; por H; ¢ dado por

gj—ihn—s + gj—i—lhn—s—l + ...+ gn—shj—i7 ] — = 0, ey S — 1.
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Mas a soma acima ¢é precisamente igual ao coeficiente de 2"~ ~% no produto g(z) -
h(z) =2" —1. Como 1 <n—s+j—i<n-—1, temos que esse coeficiente ¢é igual a zero. O
caso para j < ¢ ¢ andlogo. Portanto, G - H' = 0 de modo que H é uma matriz geradora de
C+.

Observe que

v H([h* ()
| e @)

o e @),

e com isso temos que C*+ = v~1(j), onde J = I([h*(z)]). n

Corolario 1.6 A matriz teste de paridade de C = v~ (I), em que I = I([g(x)]), é dada por

ho—s hp_s1 hg 0 ... O

— 0 hon-s hps1 . hg ... O

0 0 hnos .. ... hg

onde
" —1 _
= h(ﬂf) = h0+h1x+...+hn_sx" 5.
9(x)

Demonstracao: Provado no teorema 1.6 ]

1.2.5.1 Decodificacao em Cdédigos Ciclicos

Seja C' € K™ um cédigo ciclico. Neste trecho do trabalho mostraremos como determina-
se uma matriz geradora de C' na forma padrao (R|/d) e abordaremos um algoritmo de
codificacao para tais cddigos. Além do mais, serd mostrado como se determina a sindrome
em codigos ciclicos.
Seja
v K — Kiz],-1 € Klz]

(Goy.eyas—1) > Z a; !

o isomorfismo de K- espagos vetoriais, onde K[x|s_1 é o espago vetorial dos polinomios
de grau menor ou igual a s — 1. Tal isomorfismo sera importante para o estudo dos préximos
resultados.
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Teorema 1.7 Seja C C K" um cédigo ciclico. Suponhamos que C' = v=(I), onde (I =
I([g(x)], cpm g(z) um divisor de x™ — 1. Seja R a matriz (n — s) X x cuja i-ésima linha é

R; = —y7(ri(z)), 1<i<n-—s,

s—1+1

onde r;(x) € o resto da divisao de x por g(x). Entao, (R|Id,—s) € uma matriz geradora

de C.

s—1+41

Demonstracao: Sejam ¢;] e r; 0 quociente e o resto e o resto da divisao de por g(x).

Logo,
257 = g(x)gi(x) + ¢;(x), com ri(x) =0 ou gr(r(z)) < s—1

Portanto, [25~ 1 — r;(z)] pertence a I e ¢ ficil ver que tasi vetores parai =1,2,...,n — s sdo
linearmente independentes sobre K, como v~ ([z*71 — r;(2)] = es 145 — v (ri(2)), temos
que a matriz

—y Yry(z)) 1 .. 0 0 .. 0
—Yr(x) 01 .. 0 .. 0
— M rps(2)) o 00 o1
é uma matriz geradora de C ]

Falaremos agora sobre o algoritmo de codificacao. Os elementos de C' podem ser consi-
derados como codificacao do cédigo da fonte K,,_; conforme serd descrito abaixo.

Dado (ay,...,a,—s) € K" * esse vetor ppde ser codificado como elementos de C' como
se segue:

(ala ceey an—s)(R|Idn—s) = (b()v ceey bs—17 aiy ..., an—s)v

onde
(boy ...y bs—1) = —a_w_l(rl(x) — an_sv_l(rn_s(x)) =

_7_1(a1r1 (:p) —+ ...+ an—srn—s(x)) =

n—s

—V(Z a;ri(x))

i=1
Exemplo 1.8 Considere o polinémio x” — 1, sobre F. A fatoracio ™ — 1 € dada por
' —1=1+2)1+z+251+ 2> +2°).

Vamos considerar o cédigo C' C 5 gerado pelo polinémio g(x) = 1+ x+x3. A dimensao de
C é 4. Agora, determinaremos uma matriz geradora desse codigo na forma padrao:

= (a2t )+ (z+ 1)
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ot = (2 4o+ Do+ (2® +2)
=@ e+ D@+ 1)+ (@22 +1)
=@+ D@+ + 1)+ (22 +1)
Logo, pelo teorema anterior (1.7), temos que uma matriz geradora de C' é dada por

1101000

o1 1 1 0
G=11 1, 0 0
10 1 0 1

— O O O
O = O

Suponhamos que seja dado o vetor (a1, as, as, as) € F5. do cddigo da fonte, entdo, de acordo
com o que foi discutido anteriormente, a codificacao desse vetor é dada por

(bo, b1, ba, ay, as, as, ay),
onde by, b1, by sdo os coeficientes do polinomio
ay(x 4+ 1) + as(2? + 2)as(2® + x + Dag(x? +1) =
ay + az + ag + (a1 + ag + a3)x + (az + as + ag)z’.
Portanto, a codifica¢io de (a1, az,as,ay) €
(a1 + a3 + ag, a1 + az + as, az + az + ag, ay, az, as, as)

O teorema seguinte permitird calcular algébricamente a sindrome de um vetor relativa-
mente a uma matriz teste de paridade num cédigo ciclico, sem que seja necessario o produto
vetorial pela matriz referenciada.

Teorema 1.8 Seja C C K™ um cddigo ciclico gerado por um polinomio méonico g(x) de
grau s e com matriz geradora na forma padrao (R|Id,—s) e matriz teste de paridade H =
(Ids] — RY). Sey = (Yo...r, yn—1) € K", entao a sindrome de y com relagao a matriz H é

dada por
v (r(2),
onde r(x) € o resto da divisao de yo + y1x + ... + Y12 por g(z).
Demonstracgao: A sindrome de y é o vetor
(Ids] — Rt)yt =
(D) @)y ey @) T (@), T (@)Y =

Y b0+ 1w+ A Y1 Y1 (2) + o Yoare (7))
Segue que

(1) =yo + iz + oo F Ys 125 F YT o Y17 ()
é o resto da divisao de yo + 112 + ... + yp_12" ! por g(z). n
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Exemplo 1.9 Considerando o cédigo do exemplo anteior (1.9). A matriz teste de paridade
associada a G € a matriz

H =

O O =
O = O
—_ o O

1
1
0

— = O

11
10
11

dado o vetor (1101001) € F5, a sua sindrome relativa a H é dada por v~ '(r(z)), onde r(x)
¢ o resto da divisio de 1 + x + 23 + 2° por g(x) = 1 + x + 23. Portanto, r(z) = 22+ 1, e
consequentemente, a sindrome é (101).



CAPITULO 2
ALGEBRAS DE GRUPO

Neste capitulo, vamos apresentar, sem demonstracoes, os conceitos basicos da teoria de
anéis de grupos. Para isso, necessitaremos tratar rapidamente da teoria de médulos que
é, por si s, uma importante area de pesquisa em matematica e é repleta de importantes
resultados, como o Teorema de Wedderburn-Artin. Porém, nosso foco aqui, é dar o maximo
de elementos possiveis sobre a algebras de grupo para que os utilizemos na compreensao dos
cddigos de grupo. Para mais detalhes sobre modulos ou anéis de grupo, inclusive para as
demonstracoes omitidas aqui, sugerimos [5].

2.1 Modbdulos

Seja R um anel com unidade 1. Diz-se que um conjunto nao zazio M é um mddulo a
esquerda sobre R ou simplesmente, R-mddulo a esquerda se temos definida em M uma
operagao, que denotaremos por + e uma lei de composicao externa, tal que a cada par
(a,m) € R x M associa um elemento am € M, onde para quaiquer a,b € R e m,n,p e M
tenhamos tais propriedades satisfeitas:

i) (m+mn)+p=m+(n+p);

ii) Existe um elemento ”70” tal que 0 +m =m + 0 = m;

)
)
iii) Existe um elemento —m” tal que —m + m = 0;
)
)
)

) m—+n=mn-+m;
v) (a4 b)m = am + bm;

vi) a(m+n) =am + an;

33
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vii) a(bm) = (ab)m;
viii) Existe 1 tal que 1m = m;

Analogamente, define-se R-mdédulo a direita, realizando a lei de composicao externa com
os elementos do anel R a direita.

Seja I um ideal a esquerda de um anel R. Entao I admite uma estrutura de R-médulo,
com soma induzida pela soma de R e a aplicagao R x I dada pela multiplicagao, a esquerda,
por elementos de R. Assim temos que um anel R é sempre um maédulo sobre si mesmo, para
denotar tal aspecto, denotamos g R e Rgr, os médulos a esquerda e a direita, respectivamente.

Definicao 2.1 Seja R um anel comutativo. Um R-modulo M ¢é denominado uma R-
dlgebra se existe uma multiplicacao, definida em M, tal que, com essa multiplicacao e
a adicao definida em M tal seja um anel.

Definicao 2.2 Seja M um R-mddulo e N um subconjunto de M. Dizemos que N € um
R-Submodulo de M se:

i) N #+ &;
ii) m—mn € N,Ym,n € N;
iii) Para todo r € R e para todon € N temos rn € N.

Todo R-médulo M possui, pelo menos, dois sibmoédulos, que sao {0} e M, que sdo denomi-
nados submadulos triviais, os demais submodulos que nao sao os triviais, sao denominados
submaodulos proprios.

Uma aplicacao f: M — N é denominada homomorfismo de R-modulos se
i) f(m+p)=f(m)+ f(p);Vm,p e M;
i) f(am) = f(a)f(m)=af(m);Ya € ReVm e M.

Se o R-homomorfismo por injetivo é chamado R-monomorfismo, e se for sobrejetivo é de-
nominado R-epimorfismo.

Alguns resultados imediatos sao que o ker(f) e im(f) sdo submédulos de M e N, res-
pectivamente. Além do mais, f é um R-epimorfismo se, e s6 se, Im(f) = N, e também, f é
um R-monomorfismo se, e s6 se, ker(f) = {0}.

Da mesma maneira que é definido para Anéis, o mddulo quociente é o conjunto tal que

M
W:{m—FN:mEM},

onde M é um R-mddulo e N um submodulo de M.
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Teorema 2.1 Teorema de homomorfismo para mdédulos

Sejam M e N dois R-mddulos, f : M — N um R-homomorfismo, j : M — ke%f) a

projecdo canonica ao quociente e Im(f) — N a inclusdo. Entdo existe uma unica aplica¢ao

f'*

M
her () — Im(f)

tal que
i) f=iofroj;
ii) F* é um R-isomorfismo.

Definicao 2.3 Seja {M }ic; uma familia de R-mddulos, onde I € o conjunto de indices.
Uma familia (m;)er € M € dita quase nula se m; = 0, exceto para algum nimero finito de
indices.

Usaremos a proposicao em seguida para definirmos soma direta na estrutura de modulos,
que sera analoga a comumente vista em espacos vetoriais.

Proposicao 2.1 Seja {M,;}ic; uma familia de R-submddulos de um R-mddulo M. As se-
gquintes afirmacoes sao equivalentes:

i) Todo elemento m € M se escreve de tnico modo, na forma m = ) .., m;, onde
m; € M; para todo i € I e a familia (m;);cr € quase nula;

i) M =73 .., M;ese, my=0 com M; € M; entio m; = 0 para todo i € I;
ii) M =3 M e My (32, M) = {0}, para todo j € I.

Um R-médulo M é dito soma direta de uma familia {M;};c; de submddulos se alguma das
condicoes anteriores for satisfeita.

Para indicar que M é soma direta dos submédulos { M, };e; usaremos o simbolo
M= M
iel

Observacao 2.1 Um submddulo N de um R-modulo M € dito somando direto se existe um
outro R-modulo T tal que

M=N&T.
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2.1.1 Modulos semissimples

Um R-médulo M é chamado é denominado semissimples se todo submédulo de M é um
somando direto. Equivalentemente temos que M é semissimples se, e s6 se, M é uma soma
direta de submoédulos simples.

Teorema 2.2 Seja R um anel. As sequintes condigcoes sao equivalentes:
i) Todo R-mdédulo é semissimples;
ii) R € um anel semissimples;
ii1) R € uma soma direta de um nimero finito de ideais minimais o esquerda;

dada uma decomposi¢ao de um anel semissimples R como uma soma direta de ideais mi-
nimais a esquerda, reordenando caso necessario, podemos agrupar os ideais a esquerda iso-
mosrfos juntos.

R - Lll @ @ L17’1 @ L21 @ @ L27"2 @ @ le EB @ Lsrs

Com a notacao acima L;; &~ L;, e L;j Ly, = {0}, se i # k. Sabe-se também que todo ideal
minimal a esquerda de R é isomorfo a um dos ideais na decomposicao de R descrita acima.

Teorema 2.3 Com a notacao acima, seja A; a soma de todos os ideais a esquerda isomorfos
a Ly, 1 <i<s. Entao:

i) Cada A; € um ideal bilateral minimal de R;

iii) R =@, | Ai como anel, onde s € o nimero de classes isomdrficas de ideais a esquerda
minimais de R.

Corolario 2.1 Os ideais A; com 1 <1 < s definidos acima sdo anéis simples, isto €, seus
unicos ideais bilaterais sao os triviais.

2.2 Anéis de grupo

Seja G um grupo e R um anel com unidade. Construiremos um R-mddulo onde os elementos
de GG sao uma base e usaremos as operagoes de G e R uma estrutura de anel sobre esse
modulo.

Seja RG o conjunto de todas as combinacoes lineares da forma

a = Zagg,

geG
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em que a;, € R e a; = 0, para quase todo g € G. Dado a € G definimos o suporte de «
como o subconjunto de elementos de G que, de fato, aparecem na expressao de «, ou seja

supp(a) ={g € G : a4 # 0}.

Da definicao segue que dados o, 8 € RG se o = 3, entao a, = by, para todo g € G.

Define-se uma adicao e uma multiplicacao para RG no intuito de que tal possua uma
estrutura de anel.

04+B:Za99+69922(ag+bg)9

geG geG
a.f = Zagg.bgg = Z(ag.bg)g
geG geG

Assim, RG é um anel com as operacoes descritas acima. Na verdade, RG é um anel com
unidade 1 = deG ugg, onde o coeficiente correspondente aunidade do gruo é 1 e u, = 0,
para todos os outros elementos de G.

Também podemos definir em RG a multiplicacao de elementos de RG por elementos A

de R da seguinte forma:
Ao = )\Z agg = Z()\ag)g

geG geG

Definidas essas trés operacgoes acima, temos que RG é um R-mddulo e se RG for um
anel comutativo entao RG é uma R-algebra.

O conjunto RG com as operagoes definidas acima é denominado anel de grupo de G
sobre R. Se R for comutativo entao RG é chamado de algebra de grupo de G sobre R.

Proposigao 2.2 Seja f : G — H um homomorfismo de grupos. FEziste um 1inico Homo-
morfismo de anéis f*: RG — RH tal que f*(g) = f(g), para todo g € G. Se R é um anel
comutativo, entdo f* é um homorfismo de R-dlgebras. E se f € epimorfismo (monomor-
fismo) entao f* € epimorfismo (monomorfismo).

Observe que se H = {1}, entao a proposicao anterior mostra que a aplicagdo G — {1} induz
a um homomorfismo de anéis e : RG — R tal que

e(a) = e(z agq) = Zag.

Definicao 2.4 O homomorfismo e anterior € denominado aplicacao de aumento de RG,
e seu nicleo, denotado por A(G) € chamdo ideal de aumento de RG.
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Note que se a = (3_ ¢ agg) pertence a A(G), entdo

e(a) = e(z agg) = Zag = 0.

e geqG
Assim
o= Zagg - Zag = Zag(g —1).
geG geG geqG

Proposicao 2.3 O conjunto {g—1:g € G;g9 # 1} € uma base de \(G) sobre R, isto €,
AG)={> a,g—1):g€Gig+#lia, € R},

geG

2.2.1 Ideais de aumento

Dados um grupo G e um anel R denotamos por S(G) o conjunto de todos os subgrupos de
G e por I(RG) o conjunto de todos os ideais a esquerda de RG.

Seja H € S(G) um subgrupo. Denotamos por A, (G, H) o ideal a esquerda de RG
gerado por {h —1:h € H}, isto é

Ng(G H) ={> an(h—1):ay € R}.

Quando estivermos trabalhando com um anel R fixo, denotaremos por A(G, H).

Lema 2.1 Seja H um subgrupo de um grupo G e seja S um conjunto de geradores de H. O
conjunto {s —1:s € S} é um conjunto de geradores de AN(G, H) como um ideal a esquerda

de RG.

Para melhor descrevermos Ag(G, H) denotaremos por ¢ = {¢; };c; um conjunto completo de
representantes de classes a esquerda de H em (. Escolhemos para representante da classe
H em ¢ o elemento identidade de G. Assim, todo elemento g € G pode ser escrito de tnica
forma como g = ¢;h;, onde ¢; € ¢ e h; € H.

Proposicao 2.4 O conjunto By = {q(h—1) : ¢ € ¢p;h € H;h # 1} € uma base de Ar(G, H)
sobre R.

Se H é um subgrupo normal de G entdo o homomorfismo canénico w : G — G|H pode
ser estendido ao epimorfismo w* : RG — R(G|H) tal que

w(a) =w (Y _alg)g) =Y _ alg)w(g).
geG geG

Corolario 2.2 Seja H um subgrupo normal de G. Entio NG, H) é um ideal bilateral de
RG e RG

AG.H) ~ R(G|H)
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2.2.2 Semissimplicidade

Definicao 2.5 Seja X um subconjunto de um anel de grupo RG. O anulador a esquerda
de X ¢ o conjunto
Ann; ={a € RG : ax = 0;Vzr € X }.

analogamente, temos o anulador a direita de X
Ann, ={a € RG : za =0;Vzr € X}

Dados um anel de grupo RG e um subconjunto finito X do grupo G. Denotaremos por
X' o seguinte elemento de RG:
X = Z x.

zeX

Lema 2.2 Seja H um subgrupo de G ¢ R um anel. O Ann,. (NG, H)) # & se, e sé se H
¢ finito. Neste caso, temos Anng(A(G, H)) = H x RG. Além disso, se H é um subgrupo
normal de G entdo o elemento H' ¢ central em RG e temos

Ann, (A(G, H)) = Anny(A(G,H)) = RG« H

Lema 2.3 Seja I um ideal bilateral de um anel R. Suponha que exista um ideal a esquerda
J tal que R=1& J, como R-mddulos a esquerda. Entio J C Ann,.(I).

Lema 2.4 Se o ideal de aumento A(G) = A(G,G) € um somando direto de RG, como um
RG-mddulo, entao G € finito e |G| € invertivel em R.

Teorema 2.4 (Teorema de Maschke) Seja G um grupo, o anel de grupo RG € semis-
simples se, e so se valem as sequintes condicoes:

i) R é um anel semissimples;
ii) G € um grupo finito;
iii) |G| € invertivel em R.

Coroléario 2.3 Seja G e K um corpo finito. Entao KG € semissimples se, e so se, car(K) t

|Gl



CAPITULO 3
CODIGOS DE GRUPO

Baseados, especialmente no estudo desenvolvido em [2], iremos apresentar neste capitulo,
um pouco sobre os cédigos de grupo. Que sao codigos que possuem como base a estrutra de
alghebras de grupo.

Um cédigo de grupo (& esquerda) de comprimento n é um c6digo linear que é imagem
de um ideal (& esquerda) de uma algebra de grupo via um isomorfismo

KG — K"*

que aplica G na base canonica de K".

Definicao 3.1 Se G é um grupo de ordem n e C' C K" é um cddigo linear entao C' é um
G-codigo (a esquerda) se existe uma bijecdo entre a base canonica de K" e G que se estende
a um isomorfismo K" — KG que aplica C' em um ideal (4 esquerda) de KG.

Logo, um cédigo de grupo (& esquerda) é, na verdade, um cddigo linear que é um G-
codigo (a esquerda) para algum grupo G. Mediante a tal aspecto, o cédigo a ser estudado
estd relacionado ao grupo que serda abordado, para darmos continuacao a nossa pesquisa,
trabalharemos com os grupos ciclicos, ou seja, estudaremos, a partir de agora, os codigos
de grupos ciclicos.

3.1 Cdbdigos de grupos ciclicos
Sejam K um corpo e G = {1, q,...,a" '} um grupo ciclico de ordem n, tal que car(K) { |G].

Observe que a algebra de grupo KG de G sobre K é um K-espaco vetorial de dimensao n,
assim, isomorfo a K".

40
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Consideremos o seguinte isomorfismo linear:

Y K" — KG

-1
(CoyereyCno1) > Co + 10+ o + Ccqa™ .

Gragas ao isomorfismo acima, temos que cada palavra de um cédico C' C K" esta relacionada
a um elemento de anel de grupo KG. Além do mais, se ¢ = (¢, ...,c,—1) € C, temos que o

peso de C' é w(c) = |[supp(p(c))|-
Considere o epimorfismo:

0 : K[z] - KG

f(x) = f(a)
Como resultado de homomorfismo de anéis, temos que

K[x]
Ker(6)

KG ~

Proposigao 3.1 Ker(f) =<a"—1>

Demonstragao: Note que dado ¢(z) € (2" — 1), temos ¢(z) = f(x)(z™ — 1), onde f(x) €
K]z]. Segue que 0(q(z)) = q(a) = f(a)(a™ — 1) = f(a)0 =0, isto é, (" — 1) € ker(f).
Por outro lado, seja f(x) € ker(0). Pelo algoritmo da divisao existem ¢(z) e r(z) € K|z]
tais que
f(@) = q(z)(@" = 1) + r(2),
onde
r(x) = by + bia+ ... + b,_1a" L.
Assim,
fa) = q(a)(a” = 1) +r(a),
como f(x) € ker(0) e (a™ — 1) — 0 segue que r(a) = 0, logo
bo+ b1z + ... + by_12" 1 =0, e como {1,a,...,a" '} é uma base de KG entao r(z) = 0.

Portanto, f(z) = q(z)(z" — 1) & f(z) € (2™ —1). u

Observe que com o resultado obtido anteriormente e com elementos ja estudados temos:

K[x] Klz]
KG ~ = =
¢ Ker(§) <an—1> R

Proposicao 3.2 Seja G =< a > um grupo ciclico de ordem n gerado por a. Todo ideal de
KG € da forma KGf(a), onde f(x) é um divisor de (z" — 1).
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Demonstragao: Lembremos que os ideais de R,, sao gerados por f(z) € K[z], onde f(z) é
um divisor de (z" — 1). E como KG é isomorfo a R,,, o resultado segue de imediato. n

Diante disso, temos que um cddigo C' € K" é ciclico se, e s6 se, p(C) é da forma

KGf(a), onde f(z) € K[z] é um divisor de (z" — 1).

Observacao 3.1 Qaundo g(x) for um divisor de (x™—1), denotaremos por h(x) o quociente

Definicao 3.2 Seja o(C) = KGg(a) um cédigo ciclico. Denominamos g(a) por gerador
principal de C.

Podem haver varios geradores para ¢(C'), entretanto estamos interessados no que é oriundo
da fatoragdo do polinomio (z™ — 1). Considerando, por abuso de notacao C' =< g(a) > e
a € C temos que o = k(a)g(a), onde k(a) € KG e g(x) € K[z].

Proposicao 3.3 Um elemento g(a) pertence a KGg(a) se, e so se, f(a)h(a) =0 em KG.

)
Demonstracao: Sejaf(a) € KGf(a). Assim, f(a) = Aa)g(a), onde Na) € KG. Logo,

f(a)h(a) = Ma)g(a)h(a), ou seja, f(a)h(a) = Aa)(a" —1) = 0.
Por outro lado, suponha f(a)h(a) = 0 pertencentes a KG. Como g(z), h(x) sao relati-
vamente primos, existem r(x), s(z) € K|x] tais que

r(z)g(x) + s(x)h(z) = 1;
Dali,
r(a)g(a) + s(a)h(a) =1 = f(a)r(a)g(a) + f(a)s(a)h(a) = f(a)
Como G é um grupo ciclico, K é um corpo e , por hipétese, f(a)g(a) = 0 entao
fla)r(a)g(a) = f(a)s(a)h(a) = 0;
Portanto, f(a) € KG u

Observagao 3.2 O elemento h(a) recebe o nome de elemento de teste do cédigo C =<
gla) >

3.2 Matriz geradora e Matriz teste de paridade
No escopo do presente trabalho ja determinou-se matriz geradora e a matriz teste de paridade

para cédigos ciclicos sobre o corpo k™, mediante a isomorfismos determinares tais matrizes
em K@, relaconando K" com KG.
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Teorema 3.1 Seja KGg(a) onde g(x) = go + g10 + ... + gsx® € um divisor de (a™ — 1) de
grau s. Entao B = {g(a),ag(a),...,an_s_19(a)} € uma base de I como espago vetorial sobre
K, a dimensdo de I é n — s e do cédigo C' = o1 (I) possui matriz geradora

g 9 -~ g5 0 ... O
= 0O 9 o1 -« g5 .. 0O
0 ... 0 go ..o .o Gs
Demonstracgao:
Segue do teorema (1.5) e também, pelo fato de R, ~ KG. [

Observagao 3.3 Lembremos que dado um polinomio p(x) = pg + prat + ... + psat, denomi-
namos o polinémio p*(z) por polinémio reciproco de p(x), onde

p' = xtf(:cfl) =i+ piz + ...+ port.

3.3 Utilizacao do GAP no Estudo de Cédigos de Grupo

O software GAP é um recurso computacional (software) livre, que pode ser instalado
direto de sua pagina inicial www.gap — system.org, e que é voltado para o estudo de algebra
cujo intuito é o de facilitar a pesquisa e o ensino de teorias relacionadas com contextos mais
abstratos, de modo que os algoritmos do programa efetuem calculos que por muitas vezes
sao trabalhosos e possibilitem a visualizagao de diversas estruturas.

O GAP (Groups, Algorithms, and Programming) é uma poderosa ferramenta compu-
tacional voltada para a manipulacao de estruturas algébricas, especialmente grupos, e tem
se mostrado extremamente 1til no estudo de cédigos corretores de erros, especificamente
no contexto de cédigos de grupo. A teoria algébrica de cddigos corretores de erros utiliza
estruturas como grupos finitos para criar e analisar c6digos que sao capazes de detectar e
corrigir erros em transmissoes de dados.

No estudo de codigos de grupo, o GAP permite a construcao de grupos e seus subgrupos,
além de possibilitar operacoes com anéis, modulos e espagos vetoriais, elementos essenciais
para a teoria dos cédigos. O software oferece funcionalidades para verificar propriedades
estruturais de grupos e realizar calculos que seriam invidveis de serem realizados manual-
mente, especialmente quando se lida com grupos de alta ordem.

Entre as aplicagoes do GAP para cédigos de grupo, destacam-se:
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e Construcao e analise de exemplos de cédigos de grupo: Utilizando os grupos finitos e
seus subgrupos, o GAP pode ser utilizado para construir cédigos lineares baseados em
grupos e estudar suas propriedades, como peso, distancia minima e dimensao.

e Anadlise da estrutura do grupo: GAP oferece ferramentas para determinar geradores,
relagoes e decomposicoes de grupos, o que ¢ essencial para a construgao de cédigos com
boas propriedades corretoras de erros.

e Verificagao de propriedades de codigos: O GAP pode calcular parametros importantes,
como a distancia minima entre palavras-cédigo, determinando a eficiéncia e a capaci-
dade de correcao de erros do cédigo construido.

Assim, o GAP é uma ferramenta fundamental para pesquisadores na &area de teoria
algébrica dos coédigos, permitindo a exploragao de cédigos de grupo de maneira sistematica
e eficiente.

Neste trabalho, nos baseamos nos estudos feitos em [1] para compreender um pouco das
funcionalidades do GAP e especialmente suas aplicagoes na teoria de grupos. A estrutura de
grupos, em especial dos grupos finitos, é fundamental no estudo dos codigos de grupo. Foi
possivel apenas nos familiarizar com o software e compreender comandos praticos envolvendo
grupos, porém se abriram diversas perspectivas de novas pesquisas envolvendo o GAP e a
teoria de codigos, ja que o software pode facilitar consideravelmente muitos calculos.



CONSIDERACOES FINAIS

No presente trabalho abordamos diversos aspectos que envolvem a teoria matematica
de comunicagao, tendo como objeto principal os cédigos corretores de erros, e dentro desse
universo abordamos os principais codigos que envolvem tal teoria, como os codigos lineares,
cédigos duais, codigos ciclicos. Além do mais, realizamos alguns estudos acerca de dlgebras
de grupo, especificamente, abordando os assuntos de mdédulos e anéis de grupo, e com tal
bagagem teorica, pode-se realizar o estudo basico acerca dos codigos de grupo, trabalhando
fundamentos de um cédigo de grupo especifco, que sao os cddigos de grupos ciclicos.

O software GAP mostrou-se como uma ferramenta bastante 1til para aprofundamento
em pesquisas de cédigos de grupos ciclicos, visto que tal teoria estd fundamentada na estru-
tura algébica de anéis de grupo, onde o software comporta e possibilita estudo sobre tal ente
matematico, uma vez que o GAP possui intimeras ferramentas prontas em sua biblioteca
que abordam tépicos de tal teoria e, além do mais, nele é possivel implementar comandos
que corroborem para se estudar tais entes matematicos. Logo, por mais que nao se tenha
trabalhado, de forma incisiva, no software, claramente ele pode ser encarado como uma
ferramenta catalisadora para resultados em pesquisas mais aprofundadas acerca da teoria
algébrica dos anéis de grupo.

Portanto, o projeto atendeu a proposta de veicular elementos substanciais para a com-
preensao das teorias que fundamentam os codigos de grupo, contendo uma projecao or-
ganizacional voltada para apresentacao dos principais elementos que alicercam tal teoria
matematica e cumpre também o papel de ser uma “base” para avangos em pesquisas, de
modo que contribua para construcao de novos teoremas, proposicoes e também seja uma
base sélida para desenvolvimento de dreas que possuam aplicagao matematica fundamenta-
das nos tépicos abordados.
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