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Lista 2: Transformações Lineares

(1) Defina transformação linear e mostre que se T ∈ L(U, V ) então

(a) T (0) = 0;

(b) T (cu+ v) = cT (u) + T (v), com c ∈ K e u, v ∈ U .

(2) Mostre que T é injetora se, e somente se, N(T ) = {0}.

(3) Sejam U, V K-espaços vetoriais e T ∈ L(U, V ). Prove que:

(a) U0 ≤ U ⇒ T (U0) ≤ V ;

(b) V0 ≤ V ⇒ T−1(V0) ≤ U ;

(c) U = [S]⇒ ImT = [T (S)];

(d) S ⊂ V l.i. ⇒ T−1(S) é l.i.

(4) Verifique se as aplicações são lineares:

(a) T : R2 → P1(R), T (a, b) = a+ bx;

(b) T : P1(R)→ R3, T (a+ bx) = (a, a− b, b+ 1);

(c) T : R3 →M2(R), T (x, y, z) =

(
z x

y cosz

)
;

(d) T : R2 → R3, T (x, y) = (x+ y, y − x, 0);

(e) T : R3 → R, T (x, y, z) = x+ y − z;

(f) T : Mn(C)→Mn(R), T (A) = AB −BA, B ∈Mn(C) fixa;

(g) T : Mn(K)→ K, T (A) = tr(A).

(5) Considere a transformação linear T : R2 → R2 que satisfaz T (1, 1) = (−1, 2) e

T (−1, 1) = (2,−4).

(a) Calcule T (0, 1) e T (7,−3).

(b) Encontre, se posśıvel, (x, y) ∈ R2 tal que T (x, y) = (π,−2π).

(c) Determine uma base para cada um dos subespaços N(T ), Im(T ), N(T )∩ Im(T ),

N(T ) + Im(T ).
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(6) Determine uma base e a dimensão do núcleo e da imagem da transformação linear

T : M2(R)→M2(R) dada por T (X) = MX −XM , sendo M =

(
1 2

0 1

)
.

(7) Seja T : R4 → R4 uma transformação linear satisfazendo T (1, 1, 1, 1) = (0, 0, 1, 1),

T (1, 0, 1, 1) = (0, 1, 3, 3), T (0, 0, 1, 1) = (0, 1, 2, 2), T (0, 0, 1, 0) = (0, 1, 1, 1). Determine

uma base de cada um dos subespaços N(T ), Im(T ), N(T ) ∩ Im(T ), N(T ) + Im(T ).

(8) Consideremos a transformações linear T : R3 → R3, definida por

T (x, y, z) = (x− z, x+ y − 2z, y − z).

Encontre:

(a) T (1,−1, 2), T (0, 1,−1) e T (1, 0, 1).

(b) Pelo menos um vetor v = (x, y, z) ∈ R3 tal que T (v) = (1, 2, 1).

(c) Os subespaços N(T ), Im(T ) e N(T ) ∩ Im(T ).

(d) Subespaços W1 ⊂ P2(R) e W2 ⊂M2×2(R) tais que W1 seja isomorfo a N(T ) e W2

seja isomorfo a Im(T ).

(9) Sejam {u, v} uma base de R2 e T : R2 → P7(R) uma transformação linear. Mostre que

uma (e somente uma) das seguintes condições se verifica:

(a) {T (u), T (v)} é l.i.;

(b) dim Im(T ) = 1;

(c) Im(T ) = {0}.

(10) Sejam V um espaço vetorial sobre R de dimensão 3 e B = {u, v, w} ⊂ V um subcon-

junto de V . Mostre que a aplicação linear T : V → P2(R) definida por

T (u) = 7, T (v) = 1− x e T (w) = x+ x2

é bijetora e B é uma base de V .

(11) Encontre uma transformação linear T : R3 → R2 tal que o núcleo seja o plano de

equação x+ y − z = 0.

(12) Sejam U, V K-espaços vetoriais e T ∈ L(U, V ). Mostre que:

(a) N(T ) ≤ U ;

(b) Im(T ) ≤ V .

(13) Sejam U, V K-espaços vetoriais e T ∈ L(U, V ). Mostre que T é injetora se, e somente

se T leva conujunto l.i. de U em conjunto l.i. de V .
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(14) Sejam W1, . . . ,Ws subespaços de V . Dizemos que W1, . . . ,Ws são independentes se

v1 + . . . + vs = 0 com vk ∈ Wk, k = 1, . . . , s implica vk = 0, para todo k = 1, . . . , s.

Mostre que se W = W1 + . . .+Ws então são equivalentes:

(a) W1, . . . ,Ws são independentes.

(b) W = W1 ⊕ . . .⊕Ws.

(c) Se Bk é uma base de Wk, k = 1, . . . , s, então B = B1 ∪ . . . ∪ Bs é base de W .

(d) dimW = dimW1 + . . .+ dimWs.

(15) Sejam V um K-espaço vetorial com dimV = n, B base ordenada de V e P ∈ Mn(K)

inverśıvel. Mostre que existe uma base B′ de V tal que P é a matriz mudança de base

de B′ para B.

(16) Sejam A ∈Mm×n(K), A = (aij) e

v1 = (a11, a12, . . . , a1n), . . . , vm = (am1, am2, . . . , amn)

os vetores linhas de A. O posto-linha de A é a dimensão do subespaço W de Kn

definido por W = [v1, . . . , vm]. De modo análogo defini-se o posto-coluna de A.

Mostre que se A ∈Mm×n(R) então existem matrizes inverśıveis M e P tais que

MAP =

(
Is 0

0 0

)

sendo s o posto-coluna de A e Is a matriz identidade s× s.

(17) Sejam U = P2(C) e V = M2(C) espaços vetoriais sobre C. Consideremos as bases B e

B′ de U eV , respectivamente:

B = {1, 1 + x, 1 + x+ x2} e B′ =

{(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)}

e A =


1 0 −1

0 0 2

1 1 0

0 −1 0

.

(a) Encontre LB,B
′

A : U → V .

(b) Encontre LB
′,B

B : V → U , sendo B = At.
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