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Representar uma estrutura algébrica abstrata significa transforma-la
em uma estrutura mais conhecida e facil de manipular.
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Representar uma estrutura algébrica abstrata significa transforma-la
em uma estrutura mais conhecida e facil de manipular.

REPRESENTACAO < MODULO
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Notacao

© g - algebra de Lie simples de dimensao finita sobre C com
subdlgebra de Cartan b fixada;
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Notacao

© g - algebra de Lie simples de dimensao finita sobre C com
subdlgebra de Cartan b fixada;

¢ R C b* conjunto de raizes e R uma escolha de conjunto de raizes
positivas;

© «; raizes simples, w; pesos fundamentais, para i € | = {1,...,n};
o P = ZZw,-, Pt = ZZzowi;
i i

o g. espaco de raizes de g e nt = Y acr+ O+a, €Ntd0
g=n Ohodnt;
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Notacao

© g - algebra de Lie simples de dimensao finita sobre C com
subdlgebra de Cartan b fixada;

¢ R C b* conjunto de raizes e R uma escolha de conjunto de raizes
positivas;

© «; raizes simples, w; pesos fundamentais, para i € | = {1,...,n};
o P = ZZW,’, P+ = ZZZQW,';

i i
o g. espaco de raizes de g e nt = Y acr+ O+a, €Ntd0

g=n Ohodnt;

i :l: . + —1 J— 2ta
o Fixe elementos x° € g4, tais que [x, x| = h, = (on,a) "
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Algebras de Correntes

© Seja A uma dlgebra associativa e comutativa, g ® A é uma algebra
de Lie com

[x®a,y®b]=[x,y] ® ab para todos x,y€g, abeA
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Conceitos basicos

Algebras de Correntes

© Seja A uma dlgebra associativa e comutativa, g ® A é uma algebra
de Lie com

[x®a,y®b]=[x,y] ® ab para todos x,y€g, abeA

o A=CJt], g[t] = g @ CJt] é a algebra de correntes sobre g;
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Conceitos basicos

Algebras de Correntes

© Seja A uma dlgebra associativa e comutativa, g ® A é uma algebra
de Lie com

[x®a,y®b]=[x,y] ® ab para todos x,y€g, abeA
o A=CJt], g[t] = g @ CJt] é a algebra de correntes sobre g;

o A= %, gltly =g ® % é a algebra de correntes truncada;
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Modulos de Weyl

O mddulo de Weyl local graduado W(\) é o objeto universal na
categoria dos médulos de dimens3o finita graduados de peso maximo
para a algebra de correntes g[t].
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Modulos de Weyl

O mddulo de Weyl local graduado W(\) é o objeto universal na
categoria dos médulos de dimens3o finita graduados de peso maximo
para a algebra de correntes g[t].

Os mddulos de Weyl s3o definidos via geradores e relagdes como:
Definicao

O mdédulo de Weyl W(X) € o g[t]-mddulo gerado por um vetor ndo
nulo v satisfazendo as seguintes relacoes definidoras

n[tlv =0; (h® t)v = SoxA(h)v, VheEb;

(x )M+, — 0.

y
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Conceitos basicos

© Seja V() o g-médulo de peso méximo irredutivel de peso maximo
A € P*. Denote por V4(\) o g[t]-médulo obtido pelo pullback de
V() por evo(x ® f(t)) = f(0)x.
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Conceitos basicos

© Seja V() o g-médulo de peso méximo irredutivel de peso maximo
A € P*. Denote por V4(\) o g[t]-médulo obtido pelo pullback de
V() por evo(x ® f(t)) = f(0)x.

Proposicao

Os mddulos irredutiveis da categoria dos g[t]-mddulos graduados de
dimensao finita sdo da forma

V(A m) = 7m(Vo(N),

para A € PT, m € Z, onde 1.,(V)[k] = V[k — m].

Victor Martins (UFES - Campus de Alegre) Sobre Médulos de Weyl Truncados 21 de fevereiro de 2018 6/24



Se v € V(\, m), entdo
n[tlv=0; (h® t)v = doxA(h)v, VheEb;

(X'—))\(h,-)-i-l v=0.

1
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Se v € V(\, m), entdo
n[tlv=0; (h® t)v = doxA(h)v, VheEb;

(X'—))\(h,-)-i-l v=0.

1

Definicao
O médulo de Weyl truncado Wy(\) € o g[t]n-mddulo gerado por um
vetor ndo nulo v satisfazendo as relacées acima como definidoras.
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Se v € V(\, m), entdo
n[tlv=0; (h® t)v = doxA(h)v, VheEb;

(Xi—))\(h,-)-i-l v = 0.

Definicao
O médulo de Weyl truncado Wy(\) € o g[t]n-mddulo gerado por um
vetor ndo nulo v satisfazendo as relacées acima como definidoras.

© Todo g[t]y-mddulo graduado de dimens3o finita pode ser visto
como um g[t]-médulo graduado de dimens3o finita.
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Produtos de Fusao

o Dados a € C, W um g[t]-médulo e W, o pullback de W por
G(x @ f(t)) =x® f(t+ a).

o vy, ...,V geradores dos g[t]-médulos ciclicos V1,..., V&,
.. k .
ai, ..., a, complexos distintos, V = ®j:1 Vé/j e Vv=uy®- - Q V.

o Defina uma filtragdo sobre V por F'V =% . U(g[t])[s]v.
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Produtos de Fusao

o Dados a € C, W um g[t]-médulo e W, o pullback de W por
G(x @ f(t)) =x® f(t+ a).

o vy, ...,V geradores dos g[t]-médulos ciclicos V1,..., V&,

.. k .
a1, . .., ax complexos distintos, V = @);_; Vi, e v=wnQ® Q.

o Defina uma filtragdo sobre V por F'V =% . U(g[t])[s]v.
Definicao

O produto de fusdo de V', ..., V¥ com respeito a a, . .., ax,
denotado por Vj x - - - x Va"k é o médulo graduado associado a

filtracdo acima
"V
é;rL/ - <3E> Fr—1 b/'

r>0
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Resultados Principais Médulos de Weyl via Produtos de Fusao

Teorema (Fourier e Littelmann, 2007/ Naoi, 2012)

Tem-se o seguinte isomorfismo de g[t]-mddulos
W(A) = W(A1) % - - W(A),

se)\:)\1+---+)\k.
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Resultados Principais Médulos de Weyl via Produtos de Fusao

Teorema (Fourier e Littelmann, 2007/ Naoi, 2012)

Tem-se o seguinte isomorfismo de g[t]-mddulos
W(A) = W(A1) % - - W(A),

se)\:)\1+---+)\k.

Este resultado motiva uma busca por alguma decomposicao em
produto de fusdo para o médulo de Weyl truncado Wy ().
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Resultados Principais Médulos de Weyl via Produtos de Fusao

Conjectura de Chari-Fourier-Sagaki

o P*()\, N) é o subconjunto de (P*)V consistindo de elementos
A= (Ag,..., \y) tais que

M+ F A=A

© Chari, Fourier e Sagaki definiram uma ordem parcial em PT(\ N) e
posteriormente Fourier obteve um algoritmo para calcular um
elemento maximal em P*(\, N).
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Resultados Principais Médulos de Weyl via Produtos de Fusao

Conjectura (Chari-Fourier-Sagaki, 2014)
Suponha A™* = (Ay,..., Ay) € PH(A,N). Se N < A := > A(hy),

i€l

como g[t]-mddulos graduados.
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ipais Médulos de Weyl via Produtos de Fusao

Conjectura (Chari-Fourier-Sagaki, 2014)
Suponha A™* = (Ay,..., Ay) € PH(A,N). Se N < A := > A(hy),

como g[t]-mddulos graduados.

Casos ja provados:

Q g de tipo ADE, A = mf, m > 0, N = |\| [Ravinder, 2014];

@ A= Nu+ v, vminisculo, p € {\ € PT:di|\(h))}, d; =
[Kus e Littelmann, 2014];

Q g de tipo A, N =2, A\ = mw; [Fourier, 2015].

(a a/)
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Resultados Principais 6 de Weyl via Mé de Chari-

Mdédulos de Chari-Venkatesh (CV-mddulos)

Uma familia de parti¢des & = (£())acr+ é dita A\-compativel se
E(a) =(&(a); > ... > &(a)s > 0) e para todo o € RT

Aha) = D €(@)

Jjz1
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de Weyl via Mé de Chari-

Mdédulos de Chari-Venkatesh (CV-mddulos)

Uma familia de parti¢des & = (£())acr+ é dita A\-compativel se
(o) =(&(a); > ... > &(a)s > 0) e para todo a € RT

Aha) = D €(@)

Jjz1

Definicao
O CV-médulo CV (&) € o quociente de W(\) pelo submédulo gerado
por

{(x;r @t)°(x;)"'w:a€RT, s,;r#0, s+r> rk+Z§(a)J} ,

>k

para algum k € Z~o, onde w € W(X), \ {0}.

v
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Gdulos de Weyl via Mdulos de Chari
Exemplos

Considere as duas familias de A\-compativeis particoes:

€= (Mha))aers e & = ((11")))acre.
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Resultados Principais 6 de Weyl via Mé de Chari-

Exemplos

Considere as duas familias de A\-compativeis particoes:

€= (Mha))aers e & = ((11")))acre.

Proposicao

CV(§) = Vo(A) e CV(S)

12

W(\).
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W) = CvER)
CV-moddulos para g = sl

Identifique P com Z e considere uma A-compativel particao
=& >&>-->6>0), para l > 1.
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W) & CVIER)
CV-médulos para g = sl,

Identifique P com Z e considere uma A-compativel particao
=& >&>-->6>0), para l > 1.

Teorema (Chari e Venkatesh, 2015)

Seja & uma particdo de A\, com { partes. Existe um isomorfismo

CV(§) = V(&) * -+ V(&)
de g[t]-mddulos graduados.
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Resultados Principais [IZVCYRSEaZ(34))

¢ Dado N € Zy. Para cada o € R™, sejam g, e p, 0s nicos inteiros
nao negativos tais que

Aho) = Ngo +pa € 0<py <N.

Se N = oo, sejam g, =0 e p, = A(h,)
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Resultados Principais [IZVCYRSEaZ(34))

¢ Dado N € Zy. Para cada o € R™, sejam g, e p, 0s nicos inteiros
nao negativos tais que

Aho) = Ngo +pa € 0<py <N.

Se N = oo, sejam g, =0 e p, = A(h,)

o Considere a A\-compativel familia de particdes 3, dada por

En(@) = ((ga + 1)), gV=Pe)).

Victor Martins (UFES - Campus de Alegre) Sobre Médulos de Weyl Truncados 21 de fevereiro de 2018 15/24



W) = CVIER)

Teorema

Os mddulos CV(&3) e Wy(\) sdo g[t]-mddulos graduados isomorfos.
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W) = CVER)
Mddulos de Kirillov-Reshetikhin (KR-mddulos)

Definicao

Se w € W(mw;)mw: \ {0}. O KR-médulo graduado KR(mw;) € o
quociente de W(mw;) pelo submddulo gerado por

(x~ @ t)w.
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Resultados Principais [IZVCYRSEaZ(34))

Mddulos de Kirillov-Reshetikhin (KR-mddulos)

Definicao
Se w € W(mw;)mw: \ {0}. O KR-médulo graduado KR(mw;) € o
quociente de W(mw;) pelo submddulo gerado por

(x~ @ t)w.

Sem = (my,...,my) € (Z-o)", considere
KRi(m) = KR(mw;) * - - - x KR(myw;),
Vi(m) = V(mw;) % - - % V(myw;).
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Wy(A) = CV(Eq)

Mddulos de Kirillov-Reshetikhin (KR-mddulos)

Definicao
Se w € W(mw;)mw: \ {0}. O KR-médulo graduado KR(mw;) € o
quociente de W(mw;) pelo submddulo gerado por

(x~ @ t)w.

Sem = (my,...,my) € (Z-o)", considere
KRi(m) = KR(mw;) * - - - x KR(myw;),
Vi(m) = V(mw;) % - - % V(myw;).

Proposi¢do (Chari,2001 /Chari e Moura, 2006)
Se ht;(0) = 1, KRi(m) = Vi(m). J
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W) = CVIER)

Teorema

Se ht;(0) = 1, entdo a conjectura de Chari-Fourier-Sagaki vale para
A = mw; para todo m > 0.
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Resultados para s [ Bandeiras de Demazure

Modulos de Demazure

Definicao
Se g € de tipo ADE, o g-estavel médulo de Demazure D(¢, \) de nivel
¢ é o quociente de W(\) pelo submddulo gerado por

{0 @ WU (g @ =)™y s m, < (),

onde v e W(A),\ {0}, « € R, es,, m, sdo os inteiros definidos por
AMho) = (sa — 1)+ m,, 0<m,</{. Dador >0,
D(¢, N, r) :=71,D({,\) também é médulo de Demazure.
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Modulos de Demazure

Definicao
Se g € de tipo ADE, o g-estavel médulo de Demazure D(¢, \) de nivel
¢ é o quociente de W(\) pelo submddulo gerado por

{0 @ WU (g @ =)™y s m, < (),

onde v e W(A),\ {0}, « € R, es,, m, sdo os inteiros definidos por
AMho) = (sa — 1)+ m,, 0<m,</{. Dador >0,
D(¢, N, r) :=71,D({,\) também é médulo de Demazure.

o Se g é de tipo ADE entdo W(\) = D(1, \).[Fourier e Littelmann,
2007]
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Resultados para s [ Bandeiras de Demazure

Bandeiras de Demazure

Definicao
Um g[t]-mddulo V admite uma bandeira de Demazure de nivel { se
existe k > 0,\, € Pt m;€Z,j=1,...,k e

o=VozcWwViCc---CcVe1CVe=V
com V;/Vi_1 = D(l,\j,mj)) V1< j<k.
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Sl L
Caso: g = sl
Se A= Ng+ p, 0 < p < N entido:
Proposicao

D(q, )), se N|A,

Wpy(A) =
() D(g+1,)), sepe{N—1 A}

Note que p = )\ se e somente se N > ).
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Sl L
Caso: g = sl
Se A= Ng+ p, 0 < p < N entido:
Proposicao

D(q, )), se N|A,

Wpy(A) =
() D(g+1,)), sepe{N—1 A}

Note que p = )\ se e somente se N > ).

Proposicao
O médulo Wx(\) admite uma bandeira de Demazure de nivel { se e

somente se
q, se N\,

> ..
g+ 1, caso contrario.

W
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Resultados para s [ Bandeiras de Demazure

A multiplicidade de um médulo de Demazure D em uma bandeira de
Demazure de nivel ¢ de V é

[V:D] = #{1<j<I:V/Vi1 =D}
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Resultados para s [ Bandeiras de Demazure

A multiplicidade de um médulo de Demazure D em uma bandeira de
Demazure de nivel ¢ de V é

[V:D] = #{1<j<I:V/Vi1 =D}
Considere

[V:D(t) =) [V:7aD] t" € Z[t,t7].

meZ
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Bandeiras de Demazure

A multiplicidade de um médulo de Demazure D em uma bandeira de
Demazure de nivel ¢ de V é

[V:D] = #{1<j<I:V/Vi1 =D}

Considere
[V:D(t) =) [V:7aD] t" € Z[t,t7].
meZ

Teorema (Chari, Schneider, Shereen e Wand, 2014)
Se 0 < k<),

[W(A) : D(2, X — 2k)](t) = XMV 1A/21]

t?
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Resultados para s [ Bandeiras de Demazure

Se A =gN + p,n € PT, o que podemos dizer sobre

[Wih(X) : D(g+ 1, p)](t) =7

Victor Martins (UFES - Campus de Alegre) Sobre Médulos de Weyl Truncados 21 de fevereiro de 2018 23/24



Resultados para s [ Bandeiras de Demazure

Se A =gN + p,n € PT, o que podemos dizer sobre

[Wih(X) : D(g+ 1, p)](t) =7

Proposicao
Seu=A—2k,k>0eA=N+p, com0<p< N—1. Entdo,

2N—X _
V] s ks |22,

0, caso contrario.

[Wi(A) - D(2, w)](t) = {
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