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RESUMO

PARTICOES DE INTEIROS
VIA REPRESENTACAO MATRICIAL

Este trabalho consiste, principalmente, no estudo das representacoes matriciais de particoes,
ferramenta promissora dentro da teoria das particoes de inteiros. Todas as representacoes
discutidas aqui consistem de matrizes de duas linhas, porém variam quanto as suas condi¢oes
definidoras. Apresentaremos exemplos de representacoes para particoes irrestritas e mnos
aprofundamos nas representacoes referentes as particoes que compoem a primeira € a Se-
gunda identidade de Rogers-Ramanujan, bem como os movos resultados possiveis a partir
destas. Buscamos evidenciar algumas das principais utilidades das representagoes matricias
na teoria e passos sequintes que podem ser dados em trabalhos futuros sobre o tema, con-
clutremos que, com as representacoes matriciais de particoes consequimos novas conjecturas,
novos resultados e a melhora de outros jd existentes.

Palavras-chave: Identidades de Rogers-Ramanujan. Particoes de inteiros. Representagao
matricial.



INTRODUCAO

A teoria das particoes de inteiros é um subtopico da teoria aditiva dos nimeros que
surgiu no século XVIII com o matematico suico Leonard Euler. Seus principais resultados
levam em consideracao a definicao de particao de n, que sao as formas de se somar n usando
apenas inteiros positivos, chamados na teoria de partes.

Contar o nimero de parti¢oes de n, denotado por p(n), torna-se trabalhoso conforme n
cresce. Por exemplo, as partigoes de 4 sao: (4),(3,1),(2,2),(2,1,1),(1,1,1,1). Observe que
paran =4, p(4) = 5, uma vez que podemos somar 4 de cinco maneiras diferentes utilizando
apenas inteiros positivos. Porém, para n = 200, um inteiro significativamente pequeno,
p(200) = 3972999029388. Este comportamento para p(n) intrigou e chamou a atencao de
muitos matematicos para a teoria, que passaram entao a investigar o comportamento de
p(n), bem como propor novas conjecturas e resultados em formas de identidades, que sao
afrimagoes do tipo: o nimero de particoes de n satisfazendo a restricao A é igual ao niimero
de particoes de n satisfazendo a restricao B.

Dentre as principais maneiras de se demonstrar identidades na teoria, encontram-se as
provas bijetivas, provas nas quais buscamos por fazer uma bijecao entre os dois conjuntos de
particoes em questao e as provas por meio do uso de fungoes geradoras, na qual buscamos por
mostrar a igualdade entre as fungoes que geram cada um dos conjuntos em questao. Entre-
tanto, atualmente, uma nova ferramenta tem ganhado destaque na teoria: a representacao
matricial de particoes.

Em 2011, Santos, Mondek e Ribeiro, [5], apresentaram uma nova maneira de estudar-
mos particoes de inteiros, utilizando matrizes de duas linhas, exibindo duas diferentes repre-
sentacoes matriciais para particoes irrestritas, uma delas fornecendo uma descricao para a
particao conjugada. Essa nova maneira de descrever as particoes tornou-se objeto de estudo



de alguns matemadticos. Em 2010, Brietzke, Santos e Silva, [2], que j& tinham conhecimento
dos resultados obtidos em [5], ainda que este trabalho fosse ser publicado posteriormente,
obtiveram provas bijetivas de particoes utilizando a nova representacao por matrizes.

A representacao matricial de particoes tem se mostrado uma ferramenta 1util para a
teoria, uma vez que esta vem contribuindo para o surgimento de novas conjecturas, novos
resultados, além de serem utilizadas para melhorar resultados ja existentes. Por conta disso,
o estudo da particoes de inteiros via representacao matricial tem ganhado destaque na teoria
e atraido a atengao de muitos pesquisadores. Em 2016, em sua tese de doutorado, Wagner,
[1], apresenta novos resultados relacionados as identidades de Rogers-Ramanujan, utilizando
as matrizes de duas linhas.

Neste trabalho, apresentamos uma breve introducao ao estudo das representagoes ma-
triciais de particoes, onde discutimos algumas das principais representacoes e resultados
relacionados a estas. Para isso, dividimos este trabalho em trés capitulos. No primeiro, ba-
seados principalmente em [4] e [6], nos dedicamos a apresentar ao leitor os conceitos basicos
da teoria das parti¢oes de inteiros e algumas formas de se representar particoes irrestritas a
partir de matrizes de duas linhas.

No segundo capitulo deste trabalho, seguindo os passos de [1], apresentamos as fungoes
geradoras para os conjuntos que compoem a primeira e a segunda identidade de Rogers-
Ramanujan e as representagoes matriciais das partigoes que as compoem, para assim entao
conhecermos novos resultados que foram possiveis a partir destas representacoes matriciais.

No terceiro e ultimo capitulo deste trabalho, apresentamos outras representacoes matri-
ciais para algumas particoes com restricoes e discutimos sobre a utilidade das representacoes
matriciais para além de uma simples maneira diferente de se apresentar particoes, assim como
podemos observar em [2] e [7]. Para isso utilizamos representagbes matriciais para mostrar
algumas identidades de particoes. Além disso, utilizando como exemplo a identidade de
Schur, apresentamos novos caminhos para futuros trabalhos com o uso de representacoes
matriciais de particoes.

Esperamos com este texto, apresentar um pouco sobre a teoria de parti¢oes, princi-
palmente devido a breve introducao feita no Capitulo 1, porém, para além disso, buscamos
apresentar um material que sirva de introducao a essa nova representacao de particoes através
de matrizes de duas linhas, que por sua vez, corresponde a um tema atual dentro da teoria,
sendo ferramenta utilizada em pesquisas recentes, sendo assim, um interessante topico para
aqueles que estao iniciando as pesquisas em teoria de particoes.



CAPITULO 1
PARTICOES DE INTEIROS

A teoria das partigdes de inteiros teve seu inicio no século XVIII com o matematico
suico Leonard Euler. Os conceitos que fundamentam essa teoria sao de facil entendimento e
sao principalmente as defini¢oes de particao, partes de uma particao e o niimero de particoes
de um inteiro n, que é denotado por p(n). Com o passar do tempo a teoria das partigoes
de inteiros vem atraindo cada vez mais pesquisadores e com isso novas abordagens vém
surgindo. Desta forma, neste capitulo, além de conhecermos os conceitos primordiais da
teoria, apresentaremos também, a representacao grafica de particoes por meio dos graficos
de Ferrers, a definicao e exemplos de funcgoes geradoras voltadas para a teoria e representacoes
matriciais para particoes irrestritas de n. Para mais detalhes da teoria béasica das particoes
e como um primeiro contato com a teoria, sugerimos [4, [6].

1.1 Conceitos basicos

Para cada inteiro positivo n, definimos p(n) como sendo o nimero de maneiras de se
representar n como soma de inteiros positivos, chamados partes, na qual a ordem dessas
partes nao importa. Cada uma dessas somas é chamada de particao de n. Neste trabalho
nao é nosso objetivo aprofundar os estudos sobre a funcao p(n), entretanto é importante
ressaltar que a busca por formulas para tal funcao foi algo que contribuiu consideravelmente
para os avangos das pesquisas na teoria. Em [3] é apresentado um pouco da importancia da
busca por tal férmula.

No que segue, utilizaremos a seguinte notagao:

A= (A1, ,A) := particdo de n em que os \; sdo partes da particdo e estao dispostas em
ordem decrescente, além de que, A\ + -+ + A\, = n.

4
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Por exemplo, as particoes de 5 sao:
(5); (4,1); (3,2); (3,L1); (221); (2,1,1,1); (1,1,1,1,1).

Portanto, p(5) = 7.

Além disso, os exemplos abaixo mostram como a fungao p(n) cresce indefinidamente na
medida que aumentamos o valor de n.

p(0) =1, p(20) =627, p(100) = 190569292, p(200) = 3972999029388.

Em [4] é apresentada uma prova matemadtica de que p(n) é uma funcao crescente.

Muitas vezes, representacoes graficas de partigoes sao utilizadas para uma melhor visu-
alizacao de resultados na teoria. As duas representacoes graficas mais usuais na teoria sao
o grafico de Ferres e o diagrama de Young, este iltimo também utilizado em outras teorias
dentro da matematica. Dada uma partigao A = (A1, - -+, A.) de n, chamamos de grafico de
Ferrers de A, o arranjo de n pontos dispostos em r linhas de forma decrescente, de modo
que a linha ¢ contenha \; pontos.

Exemplo 1.1 Abaizo temos o grdfico de Ferrers da parti¢ao (6,4,3,1) de 14.

Por vezes é conveninete representar graficamente um particao usando quadrados ao invés
de pontos. Esta representacao é chamada de diagrama de Young

Exemplo 1.2 Abaizo temos o diagrama de Young da particao (6,4,3,1) de 14.
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O maior quadrado possivel de colocarmos “dentro” do diagrama de Young de uma particao de
forma que seu canto superior esquerdo coincida com o canto superior esquerdo do diagrama
de Young é chamado quadrado de Durfee.

Exemplo 1.3 A parte sombreada no grdfico abaizo da parti¢ao (6,4,3,1) de 14 é o quadrado
de Durfee dela.

Dizemos que a parti¢ao (6,4,3,1) possui quadrado de Durfee de lado 3.

Dentre as principais formas de demonstragoes de resultados na teoria destacamos as
provas bijetivas e as provas através de fungoes geradoras. Na primeira, buscamos
uma bijecao entre dois conjuntos de partigoes e isto muitas vezes é feito utilizando as repre-
sentacoes graficas das particoes; ja na segunda, mostramos uma igualdade entre duas fungoes
geradoras.

Definicao 1.1 Uma série de poténcias é uma soma infinita da forma ag + a1z + asx® +
asx® +---, em que a;, para i =1,2,3,..., sdo numeros reais e v € uma varidvel. Dada uma
sequéncia (a,)ren, o fung¢ao geradora ordindria para esta sequéncia € definida como a
série de poténcias

2 3
ag + a1 x + asxr” + agxr” + .- .

Exemplo 1.4 Pela definicao de fungao geradora ordindria acima, vemos que a funcao dada
por

f@)=1+z+2*+2°+2*+.. .,
¢ a funcao geradora para a sequéncia a, = 1, parar =0,1,2,3,....

A seguir temos alguns exemplos de fungoes geradoras para particoes de n dadas deter-
minadas restrigoes:
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Figura 1.1: Tabela de exemplos de fungoes geradoras em particoes

Funcao geradora | Particoes de n em partes que sao
.
H(l feEE Ty impares e distintas
k=1
1 )

H m npares

— k-
k=1

1

H T pares

—
k=1
=
H(l + IZk) pares e distintas
k=1
=

, 3 .
H(l gk ) cubos e distintas
k=1
1

H 5o cubos

—
k=1

1.2 Representacoes matriciais

Observando o diagrama de Young de uma particao, podemos através dele, fazer uma
representacao matricial por meio de uma matriz de duas linhas chamada simbolo de Fro-
benius da particao. Com o auxilio de um exemplo, vejamos como é construido este simbolo:
considere o diagrama de Young da particao 5+ 3 + 2 + 1 de 11 abaixo com sua “diagonal
principal” destacada

O simbolo de Frobenius consiste em uma matriz de duas linhas com entradas inteiras
nao-negativas em ordem decrescente. O numero s de entradas em cada linha é dada pelo
tamanho do lado do quadrado de Durfee da particao. No exemplo acima temos, s = 2. A j-
ésima entrada da primeira linha da matriz consiste do niimero de quadrados da j-ésima linha
do diagrama de Young a direita da diagonal principal. A j-ésima entrada da segunda linha
da matriz consiste do nimero de quadrados da j-ésima coluna do diagrama de Young abaixo
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da diagonal principal. Desta forma, o simbolo de Frobenius para a particao 5+34+2+1 é

4 1
3 1)
A partir da matriz, podemos facilmente reconstruir a particao.

Novas representagoes matriciais de partigoes foram apresentadas em [5]. Estas novas
representacoes contribuiram para que novos resultados da teoria fossem obtidos, bem como
novas provas para resultados ja existentes. Apresentaremos neste trabalho 3 representagoes
matriciais e iremos nos referir a elas como matrizes dos tipos I, I e III. Concluiremos que
existe o mesmo nimero de matrizes de cada um destes tipos. Os teoremas [1.1] e fo-
ram extraidos de [5] da maneira como foram apresentados originalmente. E essencialmente,
as 3 novas maneiras de representar uma particao via matrizes de duas linhas sao detalhadas
nas demonstragoes destes teoremas e/ou nos exemplos subsequentes a cada resultado que
apresentaremos.

Dado n um inteiro positivo, considere P, o conjunto das matrizes de duas linhas da
forma

o 010203"'05,8‘,_.,‘ ;
P"_{(dl dy dy - ds)‘ Z(c,—kdl)—n, s,cl,dZEZjL,s;éO,Vlgzgs}

=1

Definimos a seguir trés tipos de matrizes de P,,:
e Tipo I: matrizes de P, tais que ¢, =0,¢; = ¢jaq +dpy1, V1 <t < s—1.
e Tipo II: matrizes de P, tais que ¢s > 0,¢; > 241 +dpy1, V1 <t <5 — 1.
e Tipo III: matrizes de P, tais que d; > 0,¢; > 1+ ¢i41 +diq, V1 <t < s—1.

Teorema 1.1 Dado n um inteiro positivo, o numero de parti¢coes de n € igual o numero de
matrizes do tipo I.

Demonstracao:

Dada uma particao de n em s partes, digamos A = (A1, Aa, - -+, As), vamos associar essa
particao a uma matriz do tipo I. Para isto, basta dividirmos cada parte \; em duas partes,
de modo a formar a coluna ¢ da matriz, isto é, \; = ¢; + d;.

Como devemos ter ¢, = 0, entdao dy, = A,. Assim, c,_1 = ¢s + ds = M. Entao,
As—1 = Cs_1 +ds_1, 0useja, ds_1 = Ag_1 — As.

Continuando o processo temos c,_o = cs_1 + ds_1 = As_1 € ds_9 = Ag_9 — A\s_1 € assim
por diante, até obtermos ¢; = Ay e d; = A1 — \o.

Inversamente, dada uma matriz do tipo I, basta que somemos as entradas de cada coluna
a fim de obtermos novamente a particao inicial. [
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Exemplo 1.5 A representagdao matricial do tipo I da particao 7+ 4+ 3+ 1 de 15 € dada

por
4 3 10
312 1)

Observando a segunda linha da matriz acima, podemos notar que esta nos fornece uma
completa descri¢ao da particao conjugada da particao em questao. Note que a segunda linha
(3 1 2 1) descreve a partigdo conjugada 4 +3+3+2+1+1+1de 7+4+ 3+ 1, pois
nos diz o ntimero de 1s, 2s, 3s e 4s da partigdo conjugada. Inversamente, a segunda linha (1
0 1 1 0 0 1)da representagao matricial de 4 +3+ 3 +2+ 1+ 1+ 1 descreve a partigdo
74+ 44 3+ 1, pois nos diz que ha uma parte 1, nenhuma parte 2, uma parte 3, uma parte
4, nenhuma parte 5, nenhuma parte 6 e uma parte 7 na particao. Abaixo formalizamos esta
conjectura que é valida para todas as representacoes matriciais do tipo I.

Corolario 1.1 Seja A = (>\17>\2’..‘ 7)\8) uma part7;§d0 de n e cCiT Cp C3 -+ Cg .
di dy d3 -+ ds

matriz do tipo I associada a pari¢io A obtida na demonstracao do Teorema (1.1). Entdo

A=(8,...,8...,3,...,3,2...,2,1,...,1) (1.1)
—— ——— N N —
ds vezes ds vezes da vezes dy vezes

€ a particao conjugada de \.

Demonstraciao: A particdo conjugada X de A terd como colunas Aj, Ag, - -+, As. Assim,
o nimero de linhas do grafico de Ferrers com apenas um ponto sera a diferenca entre \;
e A2. O numero de linhas com exatos dois pontos sera a diferenca entre Ay e A3 e assim
sucessivamente, até que o nimero de linhas de A com exatamente s pontos serd \,. Pela
demonstragao do Teorema [I.1], temos d; = \; — A1,V 1 <i <s—1led, = A, 0 que encerra
a demonstracao. [ ]

Assim como o teorema anterior, os outros dois teoremas que apresentaremos e que
tratam de representacoes matriciais de particoes, se referem a representagoes matriciais de
particoes irrestritas. Nos demais capitulos deste trabalho apresentaremos alguns exemplos
de representagoes para particoes com restricoes, em particular, aquelas envolvidas nas iden-
tidades de Rogers-Ramanujan. Omitiremos as demonstracoes dos outros dois teoremas de
representacao. Mais detalhes e as provas destes e outros resultados podem ser encontrados
em [5]. Ilustraremos a maneira de representar uma partigao de acordo com os resultados
através de exemplos.

Teorema 1.2 (Corolario 4.5, [5]) Dado n um inteiro positivo, o nimero de parti¢oes de
n € igual o niumero de matrizes do tipo II.
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Abaixo temos a parti¢ao (8,5,3,3,2,1) de 22 e sua representacao matricial do tipo II:

12 6 1
(8,5,3,3,2,1)(—)( O 1)

Com auxilio do gréafico de Ferrers abaixo, no qual marcamos trés arcos, torna-se facil entender
a forma com a qual cria-se a representacao acima.

Note que o comprimento dos arcos do grafico acima representam a soma de cada coluna da
matriz, ou seja, 13, 7 e 2. Além disso, cada entrada d; da segunda linha da matriz representa
o numero de vezes que ¢ aparece como parte da particao em questao, desconsiderando as
partes que aparecem no quadrado de Durfee de sua representacao grafica.

Proposicao 1.1 Para cada inteiro positivo n, existe o mesmo numero de matrizes dos tipos
I II e III.

Demonstracao: Observe que, dos teoremas e [1.2) temos que existe 0 mesmo nimero
de matrizes dos tipos I e II. Resta mostrarmos que este nimero de matrizes coincide com
o numero de matrizes do tipo III existentes. Para provar isso ¢é suficiente criar uma bijecao
entre os conjuntos das matrizes do tipo II e matrizes do tipo III.

Seja B = G % %) ima matriz genérica do tipo II. Facamos nela a se-
dy dy d3 --- ds

guinte operagao: em cada coluna i de B, subtrairemos 1 da entrada c; e adicionaremos 1 em
/
. . , C; c;—1
sua entrada d;, ou seja, cada coluna da matriz resultante sera da forma: ( d§ > = ( dl 1 )
i )
em que ¢;, d; sao as entradas da i-ésima coluna da matriz B.
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Feita a operacao descrita acima é facil ver que a matriz resultante é do tipo III, uma
vez que d; > 0 para todo i e além disso,

C;ZCt—l22+Ct+1+dt+1—1:1+Ct+1—|—dt+1 :1+C;+1+1+d;+1—1:1—|—C;+1+d;+1,

para todo 1 <t < s — 1. De maneira andloga a operacao feita acima, podemos retornar a
matriz B, basta-nos tomar ¢; = ¢, + 1 e d; = d; — 1.
|

Observe que, os teoremas apresentados, assim como, essencialmente, é feito em [5], tém
por objetivo principal dar novas representagoes para partigoes. A Proposi¢ao[L.]por si s6 nao
tem esse mesmo efeito. Trata-se de um resultado que apenas trata da quantidade de matrizes
e consequentemente da quantidade de partigdes, isto é, da funcao p(n). Ou seja, temos tantas
particoes de n quanto temos de matrizes de cada um dos tipos apresentados. Além disso,
vale salientar que apesar da Proposicao nao aparecer em [0, ela é consequéncia direta
dos resultados 14 apresentados, em especial dos aqui reproduzidos teoremas [I.T], e
Este ultimo sera apresentado logo a seguir e apesar de ser colocado logo apds a Proposicao
[1.1] sua demonstragao independe dessa proposicao.

Teorema 1.3 (Teorema 4.3, [5]) O nimero de parti¢ées de n € igual o nimero de ma-
trizes do tipo III.

Para a demonstracao desse resultado, a ideia é construir uma bijecao entre o conjunto
das particoes de n e o conjunto das matrizes da forma do tipo III.

Apresentamos os passos iniciais da prova seguido de exemplos que ilustram tal bijecao. Para
isso reescrevamos a condicao ¢; > 1+ ¢;11 + diy1 da seguinte forma:

ct:1+jt+ct+1+dt+1,Vt<s (12)
Cs = Js (1.3)
ji >0, (1.4)

Queremos definir uma bijecao entre o conjunto das particoes de n com quadrado de Durfee
de lado s e o conjunto das matrizes do tipo 111 satisfazendo ([1.2)), (1.3) e (1.4), com s colunas.

Como exemplo, se s = 3, entao

€L Cx €3\ _ 2471+ Jet+istde+ds 1+jo+j3+ds Js (1.5)
dy dy ds dy dy ds |- '

Compare ([1.5) com a figura a seguir:
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Observe que separamos o grafico acima em diferentes conjuntos. Note que d; é o niimero de
diagonais que estao abaixo ou é a diagonal do quadrado de Durfee e que sao paralelas a esta
contendo ¢ pontos, enquanto que j; pode ser visto como a quantidade de pontos que falta
para completar cada arco a partir de d; ou entao como o ntimero de vezes que ¢ aparece como
parte na particao que se encontra a direita do quadrado de Durfee da particao em questao,
porém rotacionada. Vale lembrar que os j;’s podem ser nulos, porém d; > 0 para qualquer ¢.

Na figura acima, mostramos o exemplo da particao A = 84+6+4+3+2+2+2+2+1+1
para a qual d; = 3,dy = 5,d3 = 2,51 = 2,jo = 2 e j3 = 1. A matriz associada a esta partigao

é, portanto,
14 6 1
(1), s

Como outro exemplo, temos a seguir a representagao matricial do tipo III da particao
(6,5,5,4,3,3,1) de 27:

(6,5,5,4,3,3,1)%(10 [ 0)

2 1 31

Para entendermos como foi formada a matriz acima podemos observar o grafico da particao
(6,5,5,4,3,3,1) abaixo e utilizarmos argumentagao andloga ao exemplo anterior.

J3 h

dy

dy
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Exemplo 1.6 A sequir apresentamos todas as particoes de n = 2,3,4 e suas respectivas
representacoes matriciais para cada uma das construcoes obtidas nos resultados enunciados
acima.

o n=2
Particao Simbolo Matriz Matriz Matriz
de Frobenius | do tipo I | do tipo II | do tipo III
9 1 0 2 1
0 2 0 1
0 10 1 0
e () ) G) ()
en=3
Particao Simbolo Matriz Matriz Matriz
de Frobenius | do tipo I | do tipo II | do tipo II1
5 2 0 3 2
0 3 0 1
1 10 2 1
v () ) () ()
0 110 1 0
e () 1G] ) [ ()
en=414
Particao Simbolo Matriz Matriz Matriz
de Frobenius do tipo 1 do tipo II | do tipo II1
4 3 0 4 3
4 0
10 3
INNOREHEEONNS
0 0 2 0 31 2 0
e (o) | (as) ()| (1)
1 110 2 1
e | (o) (a ) L (5) ()
0 1 110 1 0
e (5) G )] () ()




CAPITULO 2
[DENTIDADES DE ROCERS-RAMANUJAN

Na teoria das partigoes, um conceito que contribuiu muito para a evolucao da area,
bem como trouxe a atencao de muitos matematicos para esta, foi o conceito de identidade.
Afirmacoes como “o nimero de partigoes de n do tipo A é igual o nimero de particoes de n
do tipo B” sao chamadas de identidades em partigoes.

Como dito no conceito de identidade, por vezes estamos interessados em particoes de
n satisfazendo determinada condicao A ou B. Desta forma, é comum na teoria, indicar por
p(n | *) o nimero de partigoes de n satisfazendo a condigao x*.

Problemas relacionados a identidades de parti¢oes ficaram muito famosos, ja que por
vezes nao ¢ viavel o calculo do nimero de partigoes de n para determinadas condicoes, ou
para determinado n grande, porém, através de uma identidade, podemos encontrar familias
de particoes que possuem um mesmo numero de particoes. Por conta disso, diversos pro-
blemas relacionados a parti¢oes emergiram na teoria e isso acontece corriqueiramente na
area, conjecturam-se identidades cujas demonstracoes tornam-se problemas em aberto para
a teoria e entao busca-se a resolugao destes problemas.

As identidades de Rogers-Ramanujam intrigaram muitos matematicos quando surgiram,
no inicio do século XX, uma vez que estas estavam relacionadas aos niimeros primos 5,7 e
11 e nao haviam resultados analogos para demais nimeros primos. A primeira identidade
de Rogers-Ramanujan nos diz que

p(n | partes = 1 ou 4 mod 5) = p(n | partes 2-distintas),
enquanto que a segunda identidade de Rogers-Ramanujan nos diz que

p(n | partes = 2 ou 3 mod 5) = p(n | partes 2-distintas e > 1),

14
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onde uma particao tem partes 2-distintas se a diferenca entre suas partes é de pelo menos 2.

Ainda na atualidade, estas identidades fascinam e promovem muitas discussoes na teo-
ria, uma vez que até o momento possuimos apenas provas com o uso de fungoes geradoras
para ambas as identidades, nao existindo demonstragoes bijetivas para estas.

Conheceremos as funcoes geradoras para os conjuntos que compoem estas identidades,
bem como representacoes matriciais para as particoes que as compoem, além de novos re-
sultados possiveis a partir destas representacoes. Para mais detalhes e demonstragoes dos
resultados que omitiremos neste capitulo sugerimos [I].

2.1 Representacoes matriciais e as identidades de Rogers-
Ramanujan

Santos, Mondek e Ribeiro, [5], ddo uma caracterizacao matricial das partigdes que aparecem
nas identidades de Rogers-Ramanujan. Enunciaremos nessa se¢ao os resultados que envolvem
essas representagoes, bem como apresentaremos alguns resultados obtidos por Wagner, [,
analisando tais representacoes.

2.1.1 Primeira identidade

Consideremos a primeira identidade de Rogers-Ramanujan representada pelas corresponden-
tes fungoes geradoras:

2

— " 1 2 3 4 5 6
= =14+q¢+q¢ +¢ +2¢ +2¢°+3¢ +---, (2.1)
2 (@O)n  (456°)se(0%¢°) s

n=0

em que

(a;q)n = {2’ n=l

1—a)(1—aq)--(1—aqg™?t), n>1

v

(a:9)0 = lim (a;q)y = [ (1 — ag”).
n>0
Esta identidade nos diz que o nimero de particoes de n em partes 2-distintas é igual ao
nimero de partigoes com partes congruentes a =1 mod 5.
A seguir apresentaremos os resultados que envolvem as representagoes das partigoes
relacionadas a primeira identidade de Rogers-Ramanujan. Iniciamos pelas matrizes que
representam as particoes de n em partes 2-distintas.
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Teorema 2.1 (Corolario 3.2, [5]) O ndmero de parti¢oes de n com partes 2-distintas é
tgual ao numero de matrizes de duas linhas da forma

Ci Cp C3 -+ Cg
di dy dz --- dy )’
em que cs =1, ¢ = 2+ ¢411 + diy1 € a soma de todas as entradas € igual a n.

Exemplo 2.1 Para representarmos matricialmente as particoes de n em que a diferenca
entre as partes € maior ou igual que dois sequindo as restrigoes do teorema acima, basta
que de inicio tomemos c; = 1. E wvdlido ressaltar que o numero de partes que a parti¢ao
possui repercute na quantidade de colunas que a matriz possuird. Além disso, a soma dos
componentes da coluna t deve resultar no valor da parte \; de n. Desta forma, ds receberd
o valor da subtragao entre \s e cs. Em sequida cs 1 = 2+ cs +ds e ds_1 = Ag_1 — Cs_1.
Este processo se mantém de maneira andloga até que completemos todos os componentes da
matriz. Abaizo ilustramos este processo através da apresentacao das matrizes das particoes
842 e 8+ 6 + 4 respectivamente:

o A representagao matricial dada para a particao 8 +2 de 10 conforme restri¢oes dadas

no teorema acima € dada por ( j 1 ) .

o A representacao matricial dada para a particio 8 +6 +4 de 18 conforme restricoes do

. , 8 6 1
teorema acima € dada por ( 00 3 ) .

Segue agora a representacao matricial para as particoes com partes congruentes a +1
mod 5 dada em [5].

Teorema 2.2 O numero de particoes de n em partes congruentes a £1 mod 5 € igual ao
numero de matrizes de duas linhas
Cl 02 ... CS
(dl oo d5> (2.2)

em que suas entradas inteiras nao-negativas somam n e satisfazem as sequintes relagoes:

cs=¢C_1=0, se s>2 e c,=0 se s=1; (2.3)
Coi—1 = Ddaiy1 + Bdaiys + -+ ; (2.4)
dit2 daita
= e 2.

4|d,, se t € par. (2.6)
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Demonstragao: Seja R; o t-ésimo ntimero do conjunto {1,4,6,9,11, 14,16, - - - } dos ntimeros
naturais congruentes a =1 mod 5.

Note que, que R; é um nimero congruente a 1 mod 5 se t = 2i — 1 e congruente a 4 mod 5
set=21 VY i,t > 1, ou seja

Rgi_1:5(’i—1)—|—1 (§] R2225(l—1)—|—4

Dada uma particao de n em partes congruentes a =1 mod 5, suponhamos que R, seja sua
maior parte e que s seja um numero par (o caso para s impar é andlogo), dai

n=jnk+joRe+---jsRs, com j; >0, para 1<t<s

=51 (5-0+1)+j2(5-04+4) + -+ 7, {5 (%)4—4]

=5{0-J1+1-J3+2-J5+-~+(T)JH] + (s +Js+ -+ Js-1)

+5 {0‘32+1‘J4+2'J6+"'+(T)]S] +4(j2 + Ja+Jo + -+ Js).

Entao, podemos associar a parti¢ao acima a uma unica matriz do tipo ({2.2)), satisfazendo as

condigoes de (2.2)) até (2.6).

Reciprocamente, a partir da entrada d;, com 1 <t < s, de qualquer matriz do tipo ([2.2))
satisfazendo as mesmas condicoes, consideramos j; = d; se t é impar e j; = % se t é par.
Entao, n = j1 Ry + jaRs + - - - jsRs é uma particao de n em partes congruentes a +1 mod 5.

Exemplo 2.2 Vamos escrever a matriz associada a partigio 9+ 1 de 10 pelo Teorema[2.9

Como a maior parte da particao 9+ 1 € 9 = Ry sabemos que a matriz deverd ter 4 colunas.

Note que
10=1-140-440-6+1-9.

Dai,
di=j=1; dy=4jo=4-0=0; dz=73=0; dy=4-ju=4-1=4;
c1=5-d3=0; 02:5%:5; c3 =5-ds = 0; 0425%:0
Portanto,
o (9309)
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Exemplo 2.3 Dada a matriz ( 0

0 . .
0 4 1 ) vamos escrever a sua particao associada pelo
Teorema [2.2.

Como a matriz possui 3 colunas sabemos que a maior parte da particao é Rs = 6.
Jd que d; = j; set é impar e dy = 43, set € par, temos:
di=71=0=751=0; d=4pp=4=j=1 dz=j=1

Dat,

Portanto, a particao procurada é 6 + 4.

Segue dos resultados acima e da primeira identidade de Rogers-Ramanujan o seguinte
corolario:

Corolario 2.1 Emiste uma bijecao entre o conjunto das matrizes de duas linhas satisfa-
zendo as condigoes do Teorema[2.1] e o conjunto de matrizes de duas linhas satisfazendo as
condigoes do Teorema[2.9

2.1.1.1 Particoes com partes congruentes a =1 mod 5

Dado um inteiro positivo n e uma particao A de n em partes congruentes a £1 mod 5, vimos
no Teorema que podemos associar a essa particao uma matriz de duas linhas. Para tal
matriz vamos associar um numero inteiro k£ gerado a partir da seguinte soma envolvendo as
entradas d; da segunda linha da matriz:

k= Z(dm 1+@>

ou seja, para obter k£ basta somar as entradas fmpares com a quarta parte da soma das
entradas pares da segunda linha da matriz associada a particao.

Basicamente, o que acabamos de fazer foi associar a cada particao de n em partes
congruentes a £1 mod 5 um nimero inteiro k. E obviamente esse niimero inteiro pode se
repetir para diferentes particoes de um mesmo n. Na Tabela 1, extraida de [I], Wagner
organizou esses dados da seguinte forma: a entrada de linha n e coluna n — k corresponde
ao numero de particoes de n associadas a k.
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Figura 2.1: Tabela 1 de [1]
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Da demonstracao do Teorema temos que o numero k associado a matriz de duas
linhas correspondente a uma particao de n em partes congruentes a +1 mod 5, e do qual
trata a tabela acima, é exatamente o nimero de partes dessa particao. Sendo assim, para
um melhor entendimento desta tabela podemos definir:

Definicao 2.1 Para todo k > 1, consideramos py1s)(n, k), o nimero de particoes de n em
k partes congruentes a £1 mod 5.

Exemplo 2.4 Da definicao acima e olhando a linha 11 da Tabela 1, da direita para a es-
querda, temos:

pi1(5)(1171) =1, p:tl(5)(1172) =0, Pi1(5)(11,3) = 2, pﬁ:l(5)(1174> =0, pj:l(5)<1175) =1,
P15 (11,6) = 1, pi15)(11,7) = 0, pii5)(11,8) = 1, pri5)(11,9) = 0, pai5)(11,10) = 0,
pi1(5)(11, 11) = 1.

Apresentaremos a seguir alguns resultados obtidos em [I] a partir da observagao da
Tabela 1.

Proposicao 2.1 Para todon > 2 e i > 0 temos que
i) priy(dn —2,n — 1) = pry(dn — 2+ i,n — 1 414)
i) paa(s)(4n,n) = prie)(4n +i,n + 1)
i) pr1s)(4n,n —1) = pris(dn +i,n — 1 +14)

Exemplo 2.5 Para ilustrarmos a bije¢ao do item (i) da Proposigdo consideremos n = 5
el =2

pq:1(5)<187 4) ‘ pq:1(5)<207 6)
9444441 | 9+4+4+1+1+1
6+44+4+4 | 6+4+4+4+1+1

Ao observarmos a primeira diagonal da Tabela 1, que contabiliza o nimero de particoes
com exatamente uma parte congruente a =1 mod 5, vemos que p11(s)(n, 1) = 1 se, e somente
se, n = £1 mod 5.

E agora observando a segunda diagonal da Tabela 1 temos os seguintes resultados:

Proposicao 2.2 Para todo n temos que p1y(s)(5n,2) = n.

Demonstracao: Para separarmos 5n em exatamente duas partes congruentes a +£1 mod 5
temos que uma parte deve ser congruente a 1 mod 5 e a outra congruente a 4 mod 5. Com
isso, podemos escrever

bn=5+--4+5=0144)+0+4)+--+1+4)+(1+4).

n vezes
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E notério que se separarmos a soma acima em qualquer lugar entre 1 e 4 e somamarmos
as partes antes e depois dessa separagao teremos novamente duas partes, em que uma sera
congruente a 1 mod 5 e a outra a 4 mod 5, caso contrario, nao teriamos partes congruentes
a +1 mod 5. Como podemos realizar essa separacao de n maneiras diferentes temos que
P+1(5)(5n,2) = n para todo n. [ |

Proposicao 2.3 Para todo n temos que
P15 (51 — 3,2) = pa15)(5n + 3,2) = p(n + 1,2).

Demonstracao: Provaremos primeiro a primeira igualdade. Seja A1 + Ay uma particao
contada por piy(5)(5n — 3,2), é facil ver que ambas as partes sao congruentes a =1 mod 5.
Por outro lado temos também que a particdo p1 + p2 contada por piie)(5n + 3,2) possui
ambas as partes congruentes a =4 mod 5. Claramente, (A; + 3) + (Ay + 3) serd uma particao
contada por pii(s)(5n+3,2) e (1 —3) + (12 — 3) uma particao contada por pii(s)(5n —3,2).

Para provarmos a segunda igualdade, consideramos uma particao u; + ps contada por
P+1(5)(5n + 3,2), ou seja, sendo 7,5 > 1

p1+ po =95n+3
(B(r—1)4+4)+B(s—1)+4)=5n+3
(5r—1)4+(bs—1)=5n+3
r+s=mn-++1.
Logo, o nimero desejado é igual o niimero de partigoes de n em exatamente duas partes, ou
seja pris)(bn +3,2) = p(n+ 1,2). n
Olhando os dados da terceira diagonal da Tabela 1, temos os resultados abaixo.

Lema 2.1 Para todon > 1 temos que

i) O numero de partigées de 10n + 1 em exatamente trés partes congruentes a £1 mod
5 cuja diferenca entre as duas maiores partes € menor do que 5 € igual a n, denotado
por

PR (10 +1,3) = n

ii) O namero de parti¢oes de 10n + 6 em exatamente trés partes congruentes a £1 mod 5
cuja diferenca entre as duas maiores partes ¢ menor do que 5 € igual a n+1, denotado
por

P (100 4 6,3) =n 41
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Teorema 2.3 Para todo n temos que:

i) P15 (100 4+ 1,3) — pa(5)(10n — 4,3) =
it) pr1(5)(10n +6,3) — pr15)(10n +1,3) =n + 1

Demonstragao: Provaremos o primeiro item sendo o outro andlogo. Considere a uniao
disjunta pyq(5)(10n+1,3) = pil(’\)2>5(10n—|— 1,3) Upi1(5’\)2<5(10n+ 1,3) em que pil(’\)2>5(10n+
1,3) é o conjunto das partigoes de 10n + 1 em exatamente 3 partes congruentes a =1 mod 5
cuja a diferenca entra as duas maiores é maior ou igual a 5 e p (’\)2<5(10n +1,3) o conjunto
das particoes de 10n + 1 em exatamente 3 partes congruentes a +£1 mod 5 cuja a diferenca
entra as duas maiores é menor que 5.

Observe que existe uma bijecao entre o conjunto das parti¢oes contadas em p’) ‘1 (5:\)2>5(10n+
1,3)e as contadas em p.1(5)(10n —4,3), jd que como a diferenca entras as duas maiores par-
tes de p A)2>5(10n + 1,3) é maior ou igual a 5, podemos subtrair 5 da maior parte a fim de

termos uma particdo pertencente a pi1(s)(10n — 4, 3). Reciprocamente, dada uma parti¢ao

pertencente a pyy(5)(10n —4,3), se adicionarmos 5 em sua maior parte teremos uma partiao

pertencente a pil(g;p‘:’(l()n + 1,3). Entao podemos escrever:

P15 (100 + 1,3)| = |22 2° (100 + 1,3)| + [p2 7= (10n + 1, 3)]

= [p11(5)(10n + 1,3)| + [pr1(5)(10n — 4, 3)|
Pelo item (i) do Lema [2.1| temos que |pi1(5)‘2<5(10n + 1,3)| = n, portanto

P15y (10n +1,3) — pi(5)(10n — 4,3) = n

[
Corolario 2.2 Para todo n, sendo T, o n-ésimo niumero triangular, temos que
i) py15(10n + 1,3) = 2T,
”) pi1(5)(10n + 67 3) = Tn + Tn+1
Demonstracao: i) Pelos itens i) e i) do Teorema respectivamente, temos que
pi1(5)(10n + 1, 3) — pi1(5)(10n — 4, 3) =N (27)
e

Substituindo n por n —1,n—2,--- ;2 e 1 em (2.7) e (2.8) obtemos a sequéncia de equagoes
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P+15)(10(n — 1) +1,3) — p11¢5(10(n — 1) = 4,3) =n —1 (2.9)
P+1(5)(10(n — 2) +6,3) — py15)(10(n —2) +1,3) =n — 1 (2.10)
P15 (10(n — 2) + 1,3) — pr15)(10(n — 2) — 4,3) =n — 2 (2.11)
P+1(5)(10(n — 3) +6,3) — p+1(5)(10(n —3) +1,3) =n — 2 (2.12)
P+1(5)(10(n — 3) + 1,3) — pa1(5)(10(n — 3) —4,3) =n —3 (2.13)
P15 (10(n —4) +6,3) — pr15)(10(n —4) +1,3) =n — 3 (2.14)

Py (11,3) = paigs)(6,3) = 1 (2.15)

P+1(5)(6,3) — pr15)(1,3) =1 (2.16)

Somando as equagoes de ([2.7]) até (2.16]) e observando o fato de que p4y(5)(1,3) = 0 temos
P15 (10n+1,3) =2n+2(n —1)+2(n —2) +--- +2 = 2T,

i) Pelo item anterior, temos que,p1q(5)(10n 4 1,3) = 27, e pelo item i) do Teorema
temos pi1(5)(10n + 6,3) — p1(5)(10n + 1,3) = n + 1. Entao somando as duas equagoes

P11(5)(10n 4 6,3) = 2T, + (n+ 1) = T, + T,y

Proposicao 2.4 Para todo n temos que
Z) pi1(5)(5n, 3) =0
ZZ) pi1(5)(10n + 1, 3) = pi1(5)(10n + 4, 3),
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Demonstragao:

i)

ii)

iii)

tras

As somas abaixo sao as possiveis combinagoes de trés niimeros congruentes a =1 mod
5, em que S1, §g,S3 > 1:

o [6(s1—1)4+1]+[B(s2—1)+1]+[5(s3—1)+1] =5(s1 +s2+s3—3)+3
o [6(s1— 1)+ 1]+ [5(s2—1)+ 1]+ [6(s3—1)+4] =5(s1 +s2+53—2)+1
o [6(s1— 1)+ 1]+ [6(s2—1)+4]+[6(s3 — 1) +4] =5(s1 + 52+ s3 —2) +4;
o [6(s1—1)+4]+[6(sa—1)+4] 4+ [6(s3—1)+4] =5(s1 + s+ 53— 1)+ 2

Como nenhuma delas é congruente a 0 mod 5, resulta que pi1(5(5n,3) = 0.

Note que, qualquer parti¢ao contada por pyi(5)(10n+1,3), possui duas partes congru-
entes a 1 mod 5 e uma congruente a 4 mod 5. Por outro lado, qualquer particao contada
por pii(5)(10n + 4, 3), possui duas partes congruentes a 4 mod 5 e uma congruente a
1 mod 5.

Definimos a bijecao entre os dois tipos de particao da seguinte maneira: a partir da
parte congruente a 4 mod 5 de uma particao contada por pii(5)(10n+1,3) , adiciona-se
3 na parte congruente a 1 mod 5 imediatamente menor. Se a parte congruente a 4 mod
5 for a menor parte adiciona-se 3 na maior parte da particao. Reciprocamente, a partir
da parte congruente a 1 mod 5 de uma particdo contada por piq(s)(10n +4, 3), subtrai-
se 3 da parte congruente a 4 mod 5 imediatamente maior. Se a parte congruente a 1
mod 5 for a maior parte subtraia-se 3 da menor parte da particao.

Andlogo ao item i)
m

A seguir enunciamos mais alguns resultados observados por Wagner envolvendo ou-
diagonais da Tabela 1. As demonstragoes, bem como outros resultados envolvendo

observagoes da tabela podem ser encontrados em [IJ.

Teorema 2.4 Para todo n temos que

n—1

nn+1)2n+1)

i) paie)(10n,4) =2) T, 47T, = : ;

i=1

ii) piis)(10n +5,4) = 2> T, =2("}?).
=1
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Lema 2.2 O numero de particoes de 5n + 2 em quatro partes congruentes a £1 mod 5 e
cuja diferenca entre as duas maiores partes é menor do que 5 € igual ao niumero de particoes
den —1 em até trés partes, isto €,

p:\tllz5>32<5<5n + 27 4) = p(n - 17 S 3)
Proposicao 2.5 Para todo n temos que

(a) pi15)(5n +2,4) — pr15)(5n — 3,4) = p(n — 1, < 3).

n—1

(b) priis)(5n+2,4) = pris)(5n +8,4) = > p(i, < 3).
i=0

(C) pi1(5)(5n + 1, 5) = pi1(5)(5n + 4, 5).

(d) pﬂ(5)(5n — 2, 5) = pi1(5)(5n + 7, 5)

2.1.2 Segunda identidade

Consideremos a segunda identidade de Rogers-Ramanujan representada pelas corresponden-
tes fungoes geradoras:

00 249 1

q _ _ 2, 3, 4, 5 6
Z(q'cz) TNy R A R A AR (2.17)
n=0 ) n ) o 9 o

Esta identidade nos diz que o nimero de particoes de n em partes 2-distintas maiores
ou iguais a 2 ¢ igual ao nimero de particoes com partes congruentes a +2 mod 5.

A seguir apresentaremos os resultados que envolvem as representagoes das partigoes
relacionadas a segunda identidade de Rogers-Ramanujan. Iniciamos pelas matrizes que
representam as particoes de n em partes 2-distintas maiores ou iguais a 2.

Teorema 2.5 (Corolario 3.4, [5]) O nimero de particoes de n em que a diferenca entre
as partes é maior ou igual que dois e cada parte é maior ou igual a dois € igual ao numero
de matrizes de duas linhas da forma

Cl C2 IR CS
dy dy --- d, )’
em que g =2, ¢; = 2+ cip1 +diy1 € a soma de todas as entradas € igual a n.

Exemplo 2.6 Para representarmos matricialmente as particoes de n em que a diferenca
entre as partes € maior ou igual que dois e cada parte € maior ou igual a dois sequindo
as restricoes do teorema acima, basta que de inicio tomemos cs = 2. E wvdlido ressaltar
que o numero de partes que a particao possui repercute na quantidade de colunas que a
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matriz possuird. Além disso, a soma dos componentes da coluna t deve resultar no valor da
parte Ny de n. Desta forma, dy receberd o valor da subtracao entre \s e cs. Em sequida,
cs 1 =24+cs+ds eds 1 = Ns_1 — cs_1. Este processo se mantém de maneira andloga até
que completemos todos os componentes da matriz. Abaizo ilustramos este processo através
da apresentacao das matrizes das particoes 11 +7+ 3 e 13 + 8 + 5 respectivamente:

o A representacao matricial da particio 114+ 7+ 3 de 21 dadas as restricoes do teorema

. , (9 5 2
acima € dada por: (2 9 1).

o A representacao matricial da particao 13+ 8 +5 de 26 dadas as restrigoes do teorema

. . (10 7 2
acima € dada por: < 2 1 3>.

Segue agora a representacao matricial para as particoes com partes congruentes a +2
mod 5 dada em [5].

Teorema 2.6 O numero de particoes de n em partes congruentes a £2 mod 5 € igual ao
numero de matrizes de duas linhas da forma

Cc1 Cy - Cs
(&) 2.13)

em que suas entradas inteiras nao-negativas somam n e satisfazem as sequintes relagoes:

Cs = Cs_1 = 0; (2.19)
da; da;
Cyiq =5 22“ +5 2;3 o (2.20)
dai da;
ey = 52282y pdaina (2.21)
3 3
2|dy, se t € impar. (2.22)
3|di,, se t € par (2.23)

Demonstracao: Seja L; o t-ésimo inteiro positivo congruente a +2 mod 5. Assim, Vi € Z .,
temos que:

e Set=2;—1lentdo L; = Lo 1 =5(1 — 1) + 2.

e Set=2;entdo Ly = Loy =5(i — 1) + 3.
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Tomada uma particao de n em partes congruentes a +2 mod 5, suponhamos que L, seja a
maior parte e que s seja impar. Atentamos ao leitor que o caso em que s é par é analogo e
pode ser encontrado em [1].

n=ji1L1+ -+ jsLscomj, > 0,Vt € [1,5].

| | . . , s—1
= j1(5-042) + o5 043) 4+ js(5- 1 +2) +ja(5- 1+3) -+ + ] {5( 2 )H}

. . S . . . .
=5{0-J1+1-33+--~+(T)35} +201+Js 4+ Js)

. . S . . . .
+5 {0‘124—1']4—1‘"'4‘ (T)JH} +2(j2 +Ja -+ o)

E facil ver que podemos associar a partigdo acima a uma tnica matriz do tipo ([2.18])

satisfazendo todas as condigoes do teorema.

Reciprocamente, a partir da entrada d; em que ¢ € [1,s] de qualquer matriz do tipo
satisfazendo as mesmas condigoes, consideramos j; = %, se t é impar e j; = %, set é
par. Entao, n = j1 L4 + - - - + jsLs é uma particao de n em partes congruentes a £2 mod 5.
[ |

Exemplo 2.7 Vamos escrever a matriz associada a parti¢ao (17,12,12,7,3,3,3,2,2) pelo

Teorema (2.6)).

Primeiro note que:

61=22+33+1.7+08+21240.13 4+ 1.17.

Observe que a maior parte da particao em questao € 17 = Ly e portanto a matriz que estamos
criando deverd possuir sete colunas.

Como dy = 2j; set é impar e dy = 3j; set € par, entao temos que:
dy=22=4;dy=33=9;d3=21=2;d,=3.0=0;d5 =22=4;dg =3.0=0;d; =2.1 =2.

d2i+1 d2i+3 d2i+2 d2i+4
5 + 9 + € Co 3 + 3
0

—52+54+52—20' —50+5 = 0; —54+52—15'
C1 = 2 2 2— ;Co = 3 3— ;C3 = 2 2— )

Como cyi_1 =5

+ .-+ temos que:
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0 2
C4:5.§:0;C5:5.§:5;C6:5.

Portanto a matriz que queremos escrever é

wlo
I
o
)
S
I
ot
OO
I
o

20 0 15 0 5 0 O
4 9 2 0 4 0 2
. 0 15 0 5 00 ‘
Exemplo 2.8 Dada a matriz 410 9 040 2 do exemplo anterior fazemos o

processo inverso, a fim de retornamos a parti¢ao.

Como a matriz possui sete colunas, sabemos que a maior parte da particio em questao é
L —7=17. Além disso, sabemos que d; = 2j; set € impar e d; = 3j; set € par, entdo:

G1. Ly + jo. Lo+ j3.La + ja.La+ js.Ls + jo.Le + jo-Ln = 2.2+ 3.3+ 1.7+ 0.8 +2.12+0.13 + 1.17.

Portanto a particio em questao é (17,12,12,7,3,3,3,2,2).

Segue dos resultados acima e da segunda identidade de Rogers-Ramanujan o seguinte
corolario:

Corolario 2.3 Frxiste uma bijecao entre o conjunto das matrizes de duas linhas satisfa-
zendo as condigoes do Teorema[2.9 e o conjunto de matrizes de duas linhas satisfazendo as

condigoes do Teorema [2.6

2.1.2.1 Particoes com partes congruentes a +2 mod 5

Dado um inteiro positivo n e uma particao A de n em partes congruentes a £2 mod 5, vimos
no Teorema que podemos associar a essa particao uma matriz de duas linhas. Para tal
matriz vamos associar um numero inteiro k gerado a partir da seguinte soma envolvendo as
entradas d; da segunda linha da matriz:

d2i71 d2i
f = il
> (M),

ou seja, para obter k basta somar a metade da soma das entradas impares com a terca parte
da soma das entradas pares da segunda linha da matriz associada a partigao.

Basicamente, o que acabamos de fazer foi associar a cada particao de n em partes
congruentes a £2 mod 5 um nuimero inteiro k. E obviamente esse ntimero inteiro pode se
repetir para diferentes particoes de um mesmo n. Na Tabela 2, extraida de [I], Wagner
organizou esses dados da seguinte forma: a entrada de linha n e coluna n — k corresponde
ao numero de particoes de n associadas a k.
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Figura 2.2: Tabela 2 de [1]
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Da demonstracao do Teorema temos que o numero k associado a matriz de duas
linhas correspondente a uma particao de n em partes congruentes a +2 mod 5, e do qual
trata a tabela acima, é exatamente o nimero de partes dessa particao. Sendo assim, para
um melhor entendimento desta tabela podemos definir:

Definicao 2.2 Para todo k > 1, seja pioi)(n, k) o nimero de parti¢oes de n em exatamente
k partes congruentes a £2 mod 5

Exemplo 2.9 Da definicao acima e olhando a linha 11 da Tabela 2, da direita para a es-
querda, temos:

11 1) =0, pﬁ:2(5)(1172) =1, p:t2(5)(1173) =1, p12(5)(1174) =1, pj:2(5)<1175) =
P+25)(11,6) = 0, paosy(11,7) = 0, pag)(11,8) = 0, piai)(11,9) = 0, pioy(11,10) =
11,11) = 0.

O =
NV

Apresentaremos a seguir alguns resultados obtidos em [I] a partir da observagao da
Tabela 2. Alguns dos resultados foram andlogos aos das particoes com partes congruentes a
+1 mod 5, sendo assim, as demonstracoes serao omitidas aqui. Todos os resultados que serao
apresentados a seguir, bem como os apresentados referentes a Tabela 1 estao demonstrados
em [1].

Proposicao 2.6 Para todo n e i > 0 temos que:
i) proy(2n+1+4i,n+14+1) =0;
i) paogsy(2n,n) = 1.

Exemplo 2.10 Para ilustrarmos a bije¢do do item (i) da Proposi¢ao considere n = 1,
1 =1 e note que de fato nao existe nehuma particao de 4 em trés partes congruentes a +2
mod 5. Jad para a bijecao do item (ii) da proposi¢ao tome n = 1 e note que a unica
particao de 2 com partes congruentes a +£2 mod 5 é a parti¢cao 2.

Através da observacao da primeira diagonal da Tabela 2 temos que pio)(n,1) = 1 se,
e somente se, n = +2 mod 5. E agora observando a segunda diagonal da Tabela 2 temos os
seguintes resultados:

Proposicao 2.7 Para todo n temos que:
i) p+a(s)(5n,2) = n;
i) Pioi)(10n —6,2) = pio)(10n — 1,2) = n;
1) Piogs)(10n —4,2) = pios)(10n + 1,2) = n.

Lema 2.3 Para todo n temos que:
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i) O nimero de parti¢oes de 10n + 2 em exatamente trés partes congruentes a +2 mod 5
cuja adiferenca entre as duas maiores partes é menor de que 5, € igual a n, ou seja,

Piye < (10n 4 2,3) = n.

ii) O numero de particoes de 10n + 7 em exatamente trés partes congruentes a £2 mod
5 cuja adiferenca entre as duas maiores partes é menor de que 5, € iqual a n+ 1, ou
seja,

Piye (100 4+ 7,3) = n + 1.

Teorema 2.7 Para todo n temos que:
i) Daoi)(10n +2,3) — pros)(10n — 3,3) =n
i) Proi) (100 +7,3) — propy(10n 4+ 2,3) =n + 1.
Corolario 2.4 Para todo n, sendo T, o n-ésimo numero triangular, temos que:
i) Pia)(10n + 2,3) = 2T5,;
i) Proi) (100 +7,3) =T, + Tha.
Proposicao 2.8 Para todo n temos que:
i) Dia)(5n,3) =

10n 4 7,3) = pio)(10n + 8, 3);

) (

i) pra@)(10n +2,3) = piags)(10n + 3, 3);
i) Pias)(
) (

) Pros)(5n + 4,3) = pao (5n +1,3) = p(n + 2, 3).

O proximo teorema, que também apresenta uma relagao com os nimeros triangulares,
foi obtido observando-se os dados da quarta diagonal da Tabela 2.

Teorema 2.8 Para todo n > 1 temos que:

n—1
' nn+1)2n+1
i) Pias) (100, 4) =2 T, + T, = ( )6( ).

=1

n—1
ii) pios)(10n+5,4) =23 T, _2<”§2 )

=1

Os préximos resultados também foram obtidos através da observacao dos dados da
quarta diagonal da Tabela 2 e dependem do lema a seguir.
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Lema 2.4 O numero de particoes de 5n — 1 em quatro partes congruentes a £2 mod 5 e

cuja diferenca entre as duas maiores partes é menor do que 5 € igual ao niumero de particoes
de n — 2 em até trés partes, ou seja,

P = (5n — 1,4) = p(n — 2,< 3).

Proposicao 2.9 Para todo n > 2 temos:

(a) prosy(5n — 1,4) — pia)(bn —6,4) = p(n —2,< 3).

n—2

(b) pios)(Bn — 1,4) = piais) (5n+1,4) = > _p(i, < 3).
=0

(¢) Do) (5n —2,4) = pios)(5n +2,4) = p(n — 2,< 4).



CAPITULO 3

BIJECOES E MAIS ALGUMAS
REPRESENTACOES MATRICIAIS

Neste capitulo pretendemos apresentar mais algumas representagoes matriciais de particoes
com restrigoes e além disso, mostrar que esse novo tipo de representacao nao se trata apenas
de uma maneira diferente de apresentar particoes, mas também de uma nova ferramenta
para provar resultados dentro da teoria. Iremos utilizar essas representagoes para mostrar
algumas identidades (Teorema e Teorema . Finalizaremos o capitulo apresentando
novos caminhos para continuidade dos trabalhos dentro da teoria utilizando a representacao
matricial. Para isso discutiremos um pouco sobre a identidade de Schur. Para mais re-
sultados, envolvendo identidades em particoes e demonstracoes envolvendo a representacao
matricial de partigdes, sugerimos [2] [7].

3.1 Particoes com partes congruentes a 2 mod 4

Nesta secao apresentamos resultados envolvendo particoes de um inteiro positivo n em par-
tes congruentes a 2 mod 4. Apresentaremos a representacao matricial desse tipo de particao
e também ilustraremos a utilizagao dessas representacoes matriciais na obtengao de iden-

tidades de particoes, apresentando uma identidade envolvendo essas particoes com partes
congruentes a 2 mod 4.

Teorema 3.1 (Resultado 4.1, [7]) O mimero de particoes de n em partes congruentes a
2 mod 4 € igual ao numero de matrizes de duas linhas

1 Cy - Cs
(oe ) (3.)

33
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S
em que ¢ =2,¢, =2+ 41 +diyq, di =0 mod 2 e E (¢ +d;) =n.
i
Para ilustrar a ideia da prova do teorema acima, apresentamos em detalhes o exemplo
abaixo, onde dada uma particao com partes congruentes a 2 mod 4, encontramos a matriz
de duas linhas associada a essa particao na forma (3.1)).

Exemplo 3.1 Considere a parti¢io (14,6,6,2) de 28. Do fato que todas as partes desta
particdo sio congruentes a 2 mod 4, podemos afirmar que cada uma destas € um mailtiplo
de 2 por um nimero impar. Desta forma, podemos dividir cada uma destas partes a fim de
termos uma parti¢ao de 14 em partes impares: (7,3,3,1).

A fim de termos uma particio em partes distintas somamos as partes que se repetem e
assim temos entdao a parti¢ao (7,6,1). Para concluirmos nossa construgao, precisaremos do
sequinte resultado:

Lema 3.1 (Corolario 5.2, [5]) Existe uma bije¢do entre o conjunto de parti¢oes de n
em partes distintas e o conjunto de matrizes de duas linhas da forma

c1 () Cg
dy do -+ dg

S
em que cs =1,c; =1+ cpqy1 +digy € Z(Cz +d;) =n.

(2

Utilizando o lema acima, podemos associar a particao (7,6,1) uma matriz de duas linhas.
De maneira andloga a forma com a qual confeccionamos as representacoes matricias do tipo

1 na Segdo temos a representacao ( g i (1) ) para a parti¢ao (7,6,1) dada pelo lema.

Multiplicando cada uma das entradas desta matriz por 2 teremos uma matriz da forma (3.1),
ou seja, a representacdo matricial de (14,6,6,2) na forma (3.1]) é

14 4 2
0 8 0)°

Nao € dificil observar que o processo inverso mnos retorna uma particao em partes con-
gruentes a 2 mod 4.

A representacao matricial dada no Teorema pode ser utilizada para mostrar a iden-
tidade dada pelo teorema a seguir:

Teorema 3.2 (Teorema 4.1, [7]) O nimero de parti¢ées de n em partes congruentes a 2
mod 4 € igual ao nimero de partigoes (A1, ..., \p) de n, satisfazendo as sequintes restrigoes:
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i) a maior parte \y € par;

i) as partes impares sGo menores ou iguais a %;

ii1) cada parte impar aparece um numero par de vezes;

iv) se a parte 2k, k > 1, aparece como parte entao a parte 2(k — 1) também aparece;
' A

v) partes pares maiores que - aparecem apenas uma vez.

Vamos mostrar a utilizacao do Teorema para justificar o resultado acima através de
um exemplo.

Exemplo 3.2 Neste exemplo ilustraremos a identidade do teorema anterior evidenciando
uma bijecao entre as particoes de n em partes congruentes a 2 mod 4 e aquelas dadas pelas
condigdes i) —v). Para isso, faremos uso da representagdo matricial das partigoes com partes
congruentes a 2 mod 4.

Tomemos como exemplo a particio (14,6,6,2) de 28. Sabemos, do Exemplo que a re-
presentag¢ao matricial de (14,6,6,2) € 1442 . Trabalharemos com esta representa¢ao

0 80
matricial, a fim de achar sua particao correspondente a identidade do Teorema[3.3

Note que toda matriz de duas linhas satisfazendo as condigoes (3.1) pode ser escrita na forma

e ¢ o5\ [ 25+do+--+ds (25—2)+ds+--+ds - A+dy 2

dy dy --- d ) dq dy e dser dy
B 2s 2s—2 ... 4 2 do+--++ds; ds+---+ds --- ds 0

_( 0 0 - 0 o)+( dy dy e dyy ds) (3.2)

Por conta disso, podemos escrever

442\ _(642) (800
0 80) \000 08 0)

Tomemos a primeira matriz de (3.2) como a matriz associada a particao 2s + (2s — 2) +
-+ +4+42 e a seqgunda como a matriz associada a particao o que possui d; partes t para todo
1 <t<s. Sendo assim,

6 4 2 8 0 0
(0 0 O)H(6,4,2)6(0 X 0>H(2,2,2,2,2,2,2,2).

Para obtermos uma particao de n que satisfaca as cinco condi¢oes do Teorema basta
guntamos as duas particoes que sao representadas pelas duas matrizes de (3.2). Para nosso
exemplo numérico temos entdao a parti¢io (6,4,2,2,2,2,2,2,2,2,2). De maneira inversa
retornamos a parti¢dao inicial.
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3.2 Particoes com partes 2-distintas

Nesta secao apresentamos outro resultado envolvendo particoes com partes 2-distintas. Por
sua vez, sabemos pela primeira identidade de Rogers-Ramanujan que o nimero de particoes
de n com partes 2-distintas ¢é igual o nimero de particoes de n em partes congruentes a +1
mod 5, logo, temos aqui uma nova identidade envolvendo particoes de n com esta restrigao.

Teorema 3.3 (Teorema 4.2, [7]) O ndmero de particoes de um inteiro positivo n em par-
tes 2-distintas € igual ao numero de particoes de n satisfazendo as condigoes:

i) se a parte 2§41, j > 1, aparece como parte entio a parte 2(j — 1)+ 1 também aparece;
ii) cada parte par é menor do que ou igual ao nimero de partes impares diferentes;

iii) a maior parte € impar, 2k — 1, e cada parte impar maior do que k aparece apenas uma
vez.

Demonstragao: Pelo Teorema [2.1, podemos representar cada partigdo de um inteiro posi-
tivo n em partes 2-distintas como uma matriz de duas linhas da forma

Ci Cp Cg --- Cg

di dy d3 -+ dy )’
em que ¢, = 1, ¢; = 24 ¢;11 +dyy1 e a soma de todas as entradas é igual a n. Ou seja, cada
uma destas matrizes pode ser vista da seguinte maneira:

2s —1+do+---+ds (2s—1)—1+d3+---+ds -~ 3+d, 1
dl d2 ds—l ds
([ 2s—1 2(s—1)—1 --- 3 1 n dy+---+ds dg+---+dg -+ dg 0
N 0 0 - 00 dy dy s dgy dy
(3.3)

Associamos a matriz A esquerda de com a particao A = (2s — 1), (2(s —1) —1),--- ,1),
enquanto que a matriz da direita relacionamos com a particao p que possui d; partes 1, d
partes 2, --- , dg partes s. Considerando a partigdo o = AU pu, vemos que « satisfaz i), que
cada parte par € menor do que ou igual ao niimero de partes impares diferentes e cada parte
impar maior do que s parece apenas uma vez, em que 2s — 1 é a sua maior parte. O processo
inverso referente ao que foi dito acima nos leva de uma particao satisfazendo as condigoes
i), 1) e iii) do teorema para uma matriz na forma dada no Teorema [2.1] |

O exemplo numerico abaixo nos ajuda a compreender o processo inverso da bijecao
construida na demonstracao acima.
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Exemplo 3.3 Considere a parti¢io o = (13,11,9,7,6,5,5,3,2,2,1,1) que satisfaz as condigoes
i), ii) e iii) do Teorema [3.8 Faca a = AU p, sendo X\ = (13,11,9,7,5,3,1) e p =
(6,5,2,2,1). Como a maior parte de A € 13 = 2 x 7 — 1, sabemos que a matriz de duas
linhas terd sete linhas. Jd a sequnda matriz na forma de serd construida adotando
di=1,dy=2,d3 =0,dy, =0,d5 =1,ds = 1,d7 = 0. Sendo assim, a representacao matricial
de «, dada pelo Teorema |2.1| serd

31 n 4222100\ (17 13 11 9 6 3 1
00 1200110/) \1 2 00110)/

E pela demonstragao do Teorema[2.1] podemos a partir dessa matriz, obter uma parti¢io de
n em partes 2-distintas.

3.3 Identidade de Schur

A obtencao de identidades na teoria de partigoes é algo significativo no desenvolvimento
cientifico da area e muitas dessas identidades tornaram-se famosas ao longo dos anos. Em
especial, as identidades de Rogers-Ramanujan tratadas no Capitulo 2. Utilizando como
referéncia o estudo e resultados obtidos sobre estas identidades, naturalmente procura-se
fazer pesquisas andlogas para outras identidades conhecidas na teoria. Por exemplo, em [4]
foi apresentado um processo intuitivo de redescoberta da identidade de Schur, baseado no
que foi feito em [6] para as identidades de Rogers-Ramanujan. Assim, naturalmente, ao
estudarmos os topicos do Capitulo 2, varias questoes foram surgindo a respeito de outras
identidades, em particular a de Schur. Por nao ser o foco deste trabalho, apenas apresen-
tamos alguns resultados sobre representacao matricial que nos remetem a essa identidade a
fim de finalizar esse trabalho, e, de certa forma, ter uma perspectiva de continuidade, ja que
nao concluiremos com resultados mais concretos sobre tal identidade.

Comecamos relembrando a identidade de Schur:

Teorema 3.4 (Identidade de Schur) O nidmero de particoes de um inteiro positivo
n com partes congruentes a =1 mod 6 ¢ igual ao niumero de particoes de n em partes
3-distintas e nao possuindo partes consecutivas divisiveis por 3.

Pelo ja apresentado no Capitulo 2 e nas duas primeiras segoes deste capitulo, dois
caminhos naturais se apresentam:

e obter as representacoes matriciais das partigoes envolvidas na identidade de Schur;

e obter a representacao matricial de um dos tipos de particoes da identidade e utiliza-la
para buscar uma nova prova bijetiva para o resultado.
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Conforme dito anteriormente, por nao ser o foco inicial do trabalho, iremos apenas
comegar esses caminhos. Seguindo as ideias de generalizagoes dos resultados do Capitulo 2
propostas por Wagner na Segao 2.3 de [I], apresentaremos a seguir a representagao matricial
das parti¢oes com partes congruentes a =1 mod 6.

Teorema 3.5 O numero de particoes de n em partes congruentes a =1 mod 6 € igual ao
numero de matrizes de duas linhas

Ccq Cy - Cs
(&) (34

em que suas entradas inteiras nao-negativas somam n e satisfazem as sequintes relagoes:

cs =51 =0; (3.5)

C2i—1 = Odai1 + 6doiyz + -+ - ; (3.6)

USSP )
5 )

5|dy, se t € par (3.8)

Demonstragao: Seja V; o t-ésimo nimero do conjunto {1,5,7,11,13,17,19,23,29,-- -} dos
nimeros naturais congruentes a =1 mod 6.

Note que, que V; é um nimero congruente a 1 mod 6 se t = 2¢ — 1 e congruente a 1 mod 5
set=2i V i,t>1, ouseja

Va1 =6(i—1)4+1 e Vo =6(i—1)+5.

Dada uma particao de n em partes congruentes a +1 mod 6, suponhamos que V; seja sua
maior parte e que s seja um numero par (o caso para s impar é andlogo), dai

n=nVi+pVe+---j Vs, com j >0, para 1<t<s

=j1(6-041) +j2(6-0+5) + - + s [6 (8;2) +5]

s—1
2

:6[0'j1+1~j3+2'j5+"'+< )js—l}+(j1+j3+j5+"'+j5—1)

+6 [0~92+1'J4+2~Je+~~+(T)h] +5(j2 + Ja+Jo+ 0+ Js)
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Entao, podemos associar a partigdo acima a uma unica matriz do tipo (3.4]), satisfazendo as

condigoes de (3.5)) até (3.8).

Reciprocamente, a partir da entrada d;, com 1 <t < s, de qualquer matriz do tipo (3.4))
satisfazendo as mesmas condic¢oes, consideramos j; = d; se t é impar e j; = % se t é par.
Entao, n = j1 Ry + joRo + - - - jsRs € uma particdo de n em partes congruentes a +£1 mod 5.

Por fim, ainda que nao seja a representacao matricial do outro tipo de particao envolvida
na identidade de Schur, acreditamos que o resultado abaixo, motivado pelo Teorema 2.1
possa ser um ponto de partida para atingir tal objetivo.

Teorema 3.6 O numero de particoes de n com partes 3-distintas € igual ao numero de
matrizes de duas linhas da forma

Ci Cp C3 -+ Cg
di dy ds --- dg )’
em que cs =1, ¢; =34 cip1 + diy1 € a soma de todas as entradas € igual a n.

Demonstracao: Para representarmos matricialmente as particoes de n em que a diferenca
entre as partes ¢ maior ou igual que trés seguindo as restrigoes do teorema acima, basta
que de inicio tomemos ¢, = 1. E vélido ressaltar que o numero de partes que a particao
possui repercute na quantidade de colunas que a matriz possuira. Além disso, a soma dos
componentes da coluna t deve resultar no valor da parte \; de n. Desta forma, ds recebera
o valor da subtracao entre A\; e ¢;. Em seguida ¢, 1 = 34+ c¢cs +ds e ds_1 = A\s_1 — Cs_1.
Este processo se mantém de maneira andloga até que completemos todos os componentes da
matriz e assim teremos representado matricialmente a particao de n, seguindo as restrigoes
do teorema. Para voltarmos da matriz para a particao basta que somemos as entradas de
cada coluna e tomemos o resultado como parte da particao. Desta forma temos uma bijecao
para os conjuntos referidos no teorema. [ |



CONSIDERACOES FINAIS

Ao realizarmos este trabalho, passamos por conceitos bésicos da teoria das particoes de
inteiros até de fato chegarmos a discussao principal, que consistiu-se na representacao matri-
cial de parti¢oes. Por meio desta revisao foi possivel relembrar, por exemplo, a importancia
de representagoes graficas de particoes como os graficos de Ferres para a teoria, uma vez
que estas nos auxiliaram por muitas vezes nos processos que envolviam bijecoes no trabalho,
bem como no processo de criacao de representagoes matriciais de partigoes.

Conhecidas as identidades de Rogers-Ramanujan, demos aos conjuntos que compoem
cada uma destas suas respectivas representacoes matriciais, além de, a partir das duas ta-
belas apresentadas no texto, enunciarmos e por vezes demonstrarmos alguns resultados que
levam em consideragao a aparéncia dos nimeros que compoem estas identidades. Com isso,
exemplificamos o quanto as representacoes matriciais de particoes podem contribuir no pro-
cesso de criacao de novas identidades e demonstracoes de resultados na teoria.

Por fim, enunciamos alguns resultados relacionados as partigoes que compoem a iden-
tidade de Schur, inspirados no trabalho realizado no Capitulo 2 em relagao as identidades
de Rogers-Ramanujan. Nesse momento, levantamos a discussao de que de forma analoga
ao trabalho realizado com as identidades de Rogers-Ramanujan podemos dar sequéncia ao
estudo das representacoes matriciais de particoes.

Sendo assim, com a realizacao deste trabalho ficou clara a importancia das repre-
sentacoes matriciais para a teoria das particoes de inteiros, uma vez que com estas podemos
criar novas conjecturas, provar novos resultados, bem como melhorar outros ja existentes,
constituindo-se assim, uma ferramenta importante para o avanco da teoria. E ainda, ficou
evidente, principalmente no fim do Capitulo 3, o quanto ainda pode ser feito na area apenas
utilizando tais representacoes.
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