
UNIVERSIDADE FEDERAL DO ESPÍRITO SANTO
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Questão 1:

(a) Calculando o limite ao longo do eixo x (y = 0) temos

lim
(x,y)→(0,0)

sen(xy)

x2 + y2
= lim

x→0

sen0

x2
= 0

E calculando ao longo da reta y = x temos

lim
(x,y)→(0,0)

sen(xy)

x2 + y2
= lim

x→0

sen(x2)

2x2
=

1

2
.

Portanto, pela regra dos dois caminhos, o limite não existe.

(b) Utilizando a mudança de coordenadas para coordenadas polares, isto é

x = rcosθ y = rsenθ,

note que

(x, y)→ (0, 0)⇒ r → 0+,

pois r2 = x2 + y2. Dáı,

lim
(x,y)→(0,0)

x2y2√
x2 + y2

= lim
r→0+

r4cos2θsen2θ

r2
= lim

r→0+
r2cos2θsen2θ = 0,

pois cos2θsen2θ é limitada.

(c) O limite não existe. Note, por exemplo, que se calcularmos o limite ao longo do

caminho y = x2, teremos

lim
x→0

x7

2x8
= lim

x→0

1

2x
.

Mas este último limite não existe, já que os limites laterais são distintos.

Questão 2: Seja z = f(x, y).

O plano tangente a essa superf́ıcie no ponto (a, b, f(a, b)) = (a, b, a2 − b2) é dado por

z − f(a, b) = fx(a, b)(x− a) + fy(a, b)(y − b)⇔

z − a2 + b2 = 2a(x− a)− 2b(y − b)⇔

z = −a2 + b2 + 2ax− 2by.



na intersecção deste plano com a superf́ıcie, teremos

z = x2 − y2.

Dáı,

x2 − y2 = −a2 + b2 + 2ax− 2by ⇔

a2 − 2ax+ x2 = b2 − 2by + y2 ⇔

(x− a)2 = (y − b)2 ⇔

y = x− a+ b ou y = −x+ a+ b.

Estas são retas com inclinação 1 e −1 passando por (a, b), logo são perpendiculares.

Questão 3:

(a) Uma função f de duas variáveis é cont́ınua em um ponto (a, b) ∈ D(f) se

f(a, b) = lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y).

(b) Como queremos determinar L de modo que f seja cont́ınua em (0, 0), devemos deter-

minar L de tal modo que

L = f(0, 0) = lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y).

Temos

lim
(x,y)→(0,0)

x3 + xy2

x2 + y2
= lim

(x,y)→(0,0)

x(x2 + y2)

x2 + y2
= lim

(x,y)→(0,0)
x = 0.

Questão 4:

F ′(t) =
dF

dt
=
∂f

∂x

∂x

∂t
+
∂f

∂y

∂y

∂t

=
∂f

∂x
· et2 · 2t+

∂f

∂y
· cost

Note que

t = 0⇒ x = 1 e y = 0,

logo

F ′(0) =
∂f

∂x
(1, 0) · e0 · 2 · 0 +

∂f

∂y
(1, 0) · cos0 = 5

Questão 5 :

(a) A taxa de variação máxima ocorre na direção do vetor gradiente ∇f(1,
√
π) e seu valor

máximo é ||∇f(1,
√
π)||.

∇f(x, y) = (fx, fy) =

(
−cos(y2)

x2
,−2ysen(y2)

x

)
∇f(1,

√
π) = (1, 0)

||∇f(1,
√
π)|| = ||(1, 0)|| = 1.
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(b) Observe que o vetor v não é unitário, logo vamos considerar um vetor v, unitário, de

mesma direção que v, isto é

v =

(
2√
5
,

1√
5

)
.

Como f é diferenciável, a derivada direcional de f na direção de v no ponto (1,
√
π))

será

Dvf(1,
√
π)) = ∇f(1,

√
π) · v

= (1, 0) ·
(

2√
5
,

1√
5

)
=

2√
5

=
2
√

5

5
.

(c) Devemos determinar fxx(1,
√
π), fyy(1,

√
π), fxy(1,

√
π) e fyx(1,

√
π).

fx(x, y) = −cos(y2)

x2
fy(x, y) = −2ysen(y2)

x

fxx(x, y) =
2cos(y2)

x3
fyy(x, y) = −2

x

(
sen(y2) + 2y2cos(y2)

)
fxy(x, y) =

2ysen(y2)

x2
= fyx(x, y)

Dáı,

fxx(1,
√
π) = −2

fyy(1,
√
π) = 4π

fxy(1,
√
π) = 0 = fyx(1,

√
π).

Questão 6 : Seja F (x, y, z) = x2z + z2y − 2xyz − 7. Sabemos (do Teorema da Fução

Impĺıcita) que
∂z

∂x
= −Fx

Fz

e
∂z

∂y
= −Fy

Fz

.

Temos

Fx(x, y, z) = 2xz − 2yz

Fy(x, y, z) = z2 − 2xz

Fz(x, y, z) = x2 + 2zy − 2xy,

Portanto
∂z

∂x
= − 2xz − 2yz

x2 + 2zy − 2xy
e

∂z

∂y
= − z2 − 2xz

x2 + 2zy − 2xy
.
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