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Lista 3: Espaço Dual

(1) (a) Defina espaço dual.

(b) Sejam V um K-espaço vetorial de dimensão n e B = {v1, v2, . . . , vn} uma base

ordenada de V . Para cada i = 1, 2, . . . , n, defina fi : V → K tal que fi(vj) = δij.

Mostre que {f1, f2, . . . , fn} é uma base de V ∗.

(2) Seja S ⊂ V . Defina anulador de S.

(3) Seja V um K-espaço vetorial. Prove que:

(a) S ⊂ V ⇒ S0 ≤ V ∗;

(b) S = {0} ⇒ S0 = V ∗;

(c) S = V ⇒ S0 = {0};

(d) S1 ⊂ S2 ⇒ S0
2 ⊂ S0

1 .

(4) Seja V um K-espaço vetorial finitamente gerado. Se W ≤ V mostre que

dimV = dimW + dimW 0.

(5) (a) Seja T ∈ L(U, V ). Defina a transposta de T .

(b) Mostre que N(T t) = (ImT )0.

(c) Se U e V são finitamente gerados, mostre que dim ImT t = dim ImT .

(6) Seja V = P2(R) e sejam f1, f2, f3 ∈ V ∗ definidaas por

f1(p) =

∫ 1

0

p(x)dx, f2(p) =

∫ 2

0

p(x)dx, f3(p) =

∫ 0

−1

p(x)dx.

(a) Mostre que {f1, f2, f3} é uma base de V ∗.

(b) Exiba uma base de V da qual {f1, f2, f3} seja a base dual.

(7) Considere o C- espaço vetorial C3. Dada a base B = {(1, 0,−1), (1, 1, 1), (2, 2, 0)} de

C3, determine a base dual B∗.

(8) Seja W ⊂ (R)4 um subespaço formado pelos funcionais f : R4 → R tais que N(f)

contém os vetores (1, 0, 3,−2) e (0, 1, 3, 0). Ache uma base de W .
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(9) Sejam u1 = (1, 0,−1, 2), u2 = (2, 3, 1, 1) ∈ R4 e W = [u1, u2]. Determine os funcionais

lineares que estão no anulador de W .

(10) Seja V um K-espaço vetorial e S ⊂ V . Mostre que se W ≤ V e W = [S] então

S0 = W 0.

(11) Sejam V um K-espaço vetorial finitamente gerado e W1 e W2 subespaços de V . Mostre

que:

(a) W1 = W2 se, e somente se, W 0
1 = W 0

2 .

(b) (W1 +W2)
0 = W 0

1 ∩W 0
2 .

(c) (W1 ∩W2)
0 = W 0

1 +W 0
2 .
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