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RESUMO

INTRODUCAO A TEORIA DOS GRAFOS E ALGUMAS APLICACOES

Este subprojeto propoe o estudo da teoria dos grafos utilizando técnicas de dlgebra linear.
Temos associado a um grafo determinada matriz denominada matriz de adjacéncia. Neste
trabalho procuramos fazer uma introducao a teoria de matrizes para entao estudar algumas
propriedades das matrizes de adjacéncia que nos dao algumas caracteristicas estruturais do
grafo. A teoria espectral dos grafos estudada neste trabalho, trata-se de um hibrido entre
dalgebra linear, teoria dos grafos e combinatoria. Nela estudamos definigoes como as de
polinomio caracteristico de um grafo, espectro de um grafo, o raio espectral, isomorfismo
de grafos, dentre outras, para finalmente, procurar entender algumas aplicacoes praticas
da teoria. A principal justificativa para a realizacao desse subprojeto foi introduzir o estu-
dante no ambito da pesquisa matemdtica através de topicos nao vistos durante a graduacao,
assim como apresentd-lo uma maneira interessante de mesclar dreas distintas dentro da
matemdtica. O projeto foi desenvolvido através do estudo e de exposicoes semanais pelo
estudante ao orientador sobre os topicos abordados.

Palavras chaves: Matriz de adjacéncia, autovalores e autovetores, grafos, espectro de um
grafo, conexidade.



INTRODUCAO

Um grafo G = G(V, E') é uma estrutura composta, essencialmente, por dois subconjun-
tos. O subconjunto denotado por V' é o conjunto de vértices e o subconjunto E é o conjunto
das arestas do grafo. Os vértices em um grafo sao representados graficamente através de
pontos e as arestas por ligacoes entre esses pontos. Outra forma de representar um grafo é
através da matriz de adjacéncia. Neste trabalho, temos como objetivo estudar as proprieda-
des a respeito dessa matriz que representa o grafo de um ponto de vista algébrico. A matriz
de adjacéncia de um grafo G com n vértices, com conjunto de vértices V = vq,...,v,, € a
matriz quadrada A(G) de ordem n com elementos

e — 1, se (v;,v;) € B, v,v; €V,
“ 1 0, para qualquer outro caso.

Em razao de que varias das propriedades de um grafo podem ser deduzidas através do
espectro de matrizes associadas a ele, o ramo da teoria dos grafos estudada aqui é denomi-
nada Teoria Espectral dos Grafos. Essa teoria teve inicio na quimica e na teoria quantica.
Tendo como exemplo, podemos representar as moléculas de hidrocarboneto através de um
grafo, tomandos os atomos como os vértices e as ligacoes entre eles como as arestas. Como
mencionado em [1], em 1931, Huckel verificou que os autovalores de um grafo G estavam
relacionados a energia das ligagoes m associadas a molécula.

Motivados pelo survey de Abreu, [4], a respeito da ligagao entre Algebra Linear, Ma-
tematica Discreta e Combinatéria com Origens na Quimica no estudo da teoria dos grafos,
buscamos aprofundar um pouco mais nos conceitos basicos da teoria a partir de [1, 5].

Dentre os diversos exemplos de aplicagoes dessa teoria temos algumas em determinadas
situagoes reais, como na otimizagao de redes de telecomunicagoes e desenvolvimento do fluxo
de transportes. Além disso, o campo de investigacao dos grafos abrange diversas areas das



engenharias, quimica,, computacao e a matemaética.

Neste trabalho, o nosso foco é relacionar as propriedades entre o grafo e seu espectro.
Veremos que héd uma série de propriedades de grafos que podem ser deduzidas de seus
autovalores, e vice-versa. Porém, em geral, grafos nao sao univocamente determinados a
partir do seu espectro, onde o espectro de um grafo é o conjunto dos autovalores de sua
matriz de adjacéncia juntamente com suas respectivas multiplicidades algébricas

A1 Ag
mA()\l) Ce mA()\S)

Podemos verificar também varias propriedades dos grafos analisando a propria matriz
de adjacéncia A(G) e o seu polindmio caracteristico

spectG =

pa(N) = A"+ @ N a )N A\ ay.

Entretanto, vale ressaltar que nao é possivel determinar um grafo a partir de um espec-
tro, ou seja, apresentado um espectro de grafo, nem sempre podemos identificar o grafo que
possui esse conjunto de autovalores como seu espectro.

Este trabalho ¢ dividio em trés capitulos. No Capitulo 1 procuramos fazer um breve
resumo da teoria basica dos grafos. Primeiras definicoes e origem da teoria, através do
classico problema das sete pontes. Apresentamos alguns conceitos basicos da teoria elementar
dos grafos, os tipos de grafos, as conexidades entre os vértices, o problema das pontes e os
elementos matematicos utilizados para solucionar um passeio de Euler, que segundo [3] e [7]
foi definido a partir do problema das pontes de Koingsberg representado pelo grafo abaixo:

A

Além disso, procuramos neste capitulo, estabelecer as notagoes que serao utilizadas no de-
correr do trabalho.

O objetivo do Capitulo 2, é apresentar ferramentas de algebra linear para auxiliar no
entedimento das se¢oes subsequentes relacionadas a teoria espectral. Procuramos apresentar



os principais conceitos envolvendo matrizes entre outros resultados de algebra linear base-
ados em [2, 6]. Este capitulo tem por objetivo munir o leitor dos conhecimentos minimos
necessarios sobre matrizes e determinantes que sao indispenséaveis para entendimento e com-
preensao de todo o conteido da pesquisa feita aqui. Utilizamos de uma linguagem mais
simples que segundo [2] pode ser facilmente compreendida por alunos de quaisquer cursos
de Engenharia, Matematica, Fisica e Computacao, uma vez que a teoria dos grafos se aplica
em qualquer um desses cursos.

Por fim, no Capitulo 3 apresentamos uma introducao a Teoria Espectral dos Grafos.
Finalizamos o capitulo com uma breve secao contendo algumas aplicagoes relacionadas com
todo o conteudo visto, tais como a demonstracao da estrutura dos hidrocarbonetos e a energia
dos grafos relacionada a ela. Também aplicamos o conceito de matriz de adjacéncia ao célculo
do nimero de caminhos entre dois vértices quaisquer de um grafo para entao responder a
seguinte questao: escolhendo dois vértices quaisquer, sempre existe um caminho no grafo que
as ligue? Para isso, basta o grafo ser conexo. Além disso, conseguimos determinar o niimero
de caminhos de comprimento [ utilizando a matriz de adjacéncia. Basta efetuar A', onde [
é o comprimento desejado. Cada entrada a; ; na matriz A' nos d4 o nimero de caminhos de
comprimento [ entre os vértices v;, v;. Portanto, se a equagao A' + A2 + A*+ ...+ A" ! nos
da somente entradas diferentes de zero, garantimos a conexidade do grafo.

O projeto de Pesquisa no qual este Subprojeto esta vinculado tem por objetivo estudar
a Teoria Espectral dos Grafos, sendo assim este projeto procurou munir o estudante de toda
uma base tedrica suficiente para adentrar-se em pesquisas na Teoria Espectral dos Grafos, o
que possibilita o estudante a prosseguir seus estudos na area em questao.



CAPITULO 1

TEORIA ELEMENTAR DOS GRAFOS

1.1 Conceitos Basicos

A estrutura dos grafos admite representacoes, por exemplo, graficamente ou em forma de
lista. Para que um grafo G(V, E) fique bem definido devemos ter dois conjuntos: conjunto
de arestas, denotado por E(G) e o conjunto de vértices, denotado por V(G). De maneira
simples, a estrutura de um grafo é definida por esses dois conjuntos. Quando existe uma ou
mais arestas ligando dois vértices, dizemos que esses vétices sao adjacentes e que as arestas
sao incidentes nos vértices. O numero de vértices de um grafo G sera denotado por n e o
nimero de arestas de GG por m.

O grau de um vértice v é dado pelo nimero de arestas incidentes sobre v e denotado
por d(v). Quando temos um vértice com uma aresta de saida ligada a ele mesmo como
a aresta de chegada, temos um lago. Toda vez que tivermos esse caso, contamos as duas
extremidades da aresta para definir o grau do vértice que possui o laco. Quando dois vértices
estiverem ligados por mais de uma aresta, dizemos que o par de vértices adjacentes possui
arestas multiplas. Dizemos que um grafo é simples quando ele nao possui lago e arestas
multiplas.

Exemplo 1.1 No grafo abaizo, E(G1) = (ey,ea,e3,e4) € V(G) = (v1,v2,v3,04). Como
podemos ver, qualquer par de vértices possui apenas uma aresta incidente, e assim temos um
grafo simples.
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Gy
‘u'1 ez V'Z
€ &
Vj E4 V4

Um vértice de grau 0 é dito isolado; um vértice de grau 1 é dito pendente. A sequéncia
de graus de um grafo é dada de forma decrescente. Por exemplo, seja um grafo G aleatério
e sua sequéncia de graus é dada por (4,3,3,3,2,2,1). O menor grau de um vértice em G é
o grau minimo, e denotaremos por d, e o maior é o grau maximo, denotado por A. No
nosso caso temos A =4ed = 1.

Teorema 1.1 A soma dos graus de um grafo € igual ao dobro do nimero de arestas.

Z d(v) =2.m

veV(Q)

Isto se da pelo fato de contarmos as arestas duas vezes nos vértices em que ela incide,
como se uma extremidade fosse a saida e consequentemente a outra extremidade a chegada.

Corolario 1.1 Todo grafo G possui um numero par de vértices impares.

Demonstracao: A prova do nosso resultado se da por contradi¢cao ao primeiro. Seja n o
numero de vértices de G com grau impar. Assuma, agora, que n seja impar. Segue que o
somatoério dos graus dos vértices de G é impar o que contradiz o nosso primeiro resultado.
Logo, o nimero de vértices de grau impar de GG é sempre par.
[ ]
Outra definicdo importante na teoria dos grafos é o conceito de vizinhanca, a qual
podemos classificar de duas formas: vizinhanca fechada e vizinha aberta. O conjunto de
vértices adjacentes a um vértice v qualquer é chamado vizinhanca aberta de v, e denotaremos
por N(v). A vizinhanga fechada consiste na unido da vizinhanga aberta de v com o préprio
vértice v, e é denotada por N[v] = N(v) U {v}.

1.2 Ciclos, Caminhos e conexidade

Uma sequéncia finita vg, vy, ..., v, de vértices de um grafo G é dita uma cadeia de vy
a v, quando quaisquer dois vértices consecutivos dessa sequéncia sao adjacentes.

Um ciclo ¢ um grafo G de cadeia fechada onde o conjunto V(G) ¢é formado por uma
sequéncia finita vy, vy, v9,v3, . .., Uy, em que todos eles sao adjacentes a outros dois vértices,
ou seja, um grafo onde todos os vértices d, = 2 e vy = v,,. Denotaremos os ciclos por C,.
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Observacao 1.1 Para obtermos um ciclo, obrigatoriamente o niumero de vértices deve ser
tgual ou mator do que treés.

Os exemplos a seguir mostram os ciclos C3, Cy e (5 respectivamennte:

Um caminho é um ciclo do qual retiramos uma aresta. O comprimento do caminho é
dado pelo numero de arestas da cadeia. Assim, o caminho que denotaremos por P,, pode
ser obtido retirando uma aresta do ciclo C,,41.

O exemplo a seguir mostrar Py, que pode ter sido tirado do ciclo Cs.

Se todas as arestas que percorremos em (& sao distintas, temos uma trilha; se vy = v,
entao esse passeio é uma trilha fechada. Se, além das arestas, todos os vértices sao distintos
entdo temos novamente um caminho (que pode ser uma forma alternativa de definirmos o
conceito de caminho) e se vy = v, temos um ciclo (como visto anteriormente).

Tratando-se da conexidade dos grafos, dizemos que G é conexo se existe um caminho
entre dois vértices v; e v; quaisquer de G. Caso contrario, dizemos que G é desconexo.

1.3 Passeio de Euler

Dizemos que um grafo admite um passeio de Euler se existe, nesse grafo, uma trilha,
do qual fazem parte todas as arestas do grafo. Isto significa que podemos passear pelas
arestas do grafo, percorrendo todas elas, passando somente uma vez através de cada uma,
independente da quantidade de vezes que passamos por um mesmo vértice. Se isso é possivel,
denominamos G um grafo euleriano.

Se o grafo nao ¢ euleriano mas possui uma trilha aberta de comprimento n, entao ele é
dito semieuleriano.
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1.4 Tipos Especiais de Grafos

Abordaremos nesta secao alguns tipos especiais de grafos para que mais tarde possamos
mostrar algumas aplicacoes dos mesmos.

e Grafo Completo: Um grafo completo é um grafo onde todo par de vértices é ligado
por uma aresta. Logo o niumero de arestas de um grafo completo pode ser dado
por: @, onde n é nosso numero de vértices. Um grafo completo com n vértices é

denotado por K,. Veja os exemplos abaixo de grafos completos.

e Grafo complementar: Denominamos como grafo complementar simples, denotado
por G, como o grafo que possui o mesmo conjunto de vértices de G, ou seja, V(G) =
V(G) tal que dois vértices distintos sdo adjacentes em G e ndo sdao em G. Vejamos um
exemplo de um grafo GG e seu grafo complementar.

Note que um grafo é complementar ao outro, portanto, se definirmos um como sendo
G, o outro é GG. Além disso A(G) U A(G) geram todas as possiveis arestas de G, ou
seja, um grafo completo.

e Grafo nulo: Um grafo G ¢é nulo ou vazio quando o conjunto de arestas A(G) ¢ vazio,
A(G)=0. Dai temos que esse grafo é representado apenas pelo conjunto de vértices
V(G). Veja o exemplo a seguir.
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e Grafo regular: Um grafo G ¢é dito regular (de grau k, ou k-regular) quando todos os
seus vértices téem o mesmo grau k. Um ciclo, por exemplo, é um grafo regular de grau
2. A imagem abaixo mostra outro exemplo, porém um grafo 3-regular, isto é, todos os
vértices tem grau 3.

e Arvores: E dito uma arvore todos os grafos conexos sem ciclos como subgrafos. Isso
torna as arvores a maneira mais economica de conectar os vértices.

e

e Grafo bipartido: E dito bipartido um grafo G em que o conjunto V' de vértices pode
ser particionado em dois subconjuntos disjuntos V; e V5 tal que toda aresta de G tem
uma extremidade em V; e outra em V5. O subconjunto V; é dito um subconjunto
independente de vértices do grafo G pois nao ha arestas ligando dois vértices de V.
Temos também que V5 é um subconjunto independente de vértices de G. Além disso,
se todo vértice contido em V; for adjacente a todos de V5, o grafo é dito bipartido
completo. O exemplo a seguir nos mostra as duas situagoes.
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1.5 FEuler e as Pontes de Konigsberg

1.5.1 Introducao

Cerca de dois séculos e meio se passaram desde que a ideia dos grafos surgiu associado a
varios problemas, suscitados por diversas situagoes ou aplicagoes variadas em muitos campos
de pesquisa. Uma apresentacao historica resumida pode, entao, mostrar como se pode
construir um modelo de um grafo. O exemplo que trataremos é bastante simples e nos
ajudou inicialmente no uso dos recursos da teoria.

Considerado o marco fundador da Teoria dos grafos, o famoso problema das pontes de
Koenigsberg teve origem em 1736 na antiga Prussia Oriental - Koenigsberg -, atual Kalinin-
grado, situada em uma pequena por¢ao da Russia, entre a Polonia e a Lituania. Nesse ano,
Leonard Fuler, matematico e geometra da época, visitou a referida cidade, local de mora-
dia de diversos intelectuais conhecidos. Logo podemos imaginar que Euler tenha se sentido
atraido pelo ambiente, que deveria ser movimentado pelo fato de Koenigsberg pertencer a
poderosa Liga Hanseatica de comércio maritimo.

O fato é que ele, ao chegar na cidade, se deparou com um problema que vinha sendo
discutido pelos intelectuais da cidade e que, embora parecesse simples, ainda nao havia
sido resolvido. No Pregel, rio que corta a cidade, haviam duas ilhas que, na época, eram
conectadas entre si por uma ponte. As duas ilhas se ligavam ainda as margens por meio de
seis pontes. O impasse consistia em encontrar o percurso para um passeio que partisse de
um ponto dado, percorresse todas as pontes retornando ao ponto de partida. O problema
pode ser modelado através da estrutura de um grafo, como segue abaixo.

B

..
i d

E

Sy Qi
A e b —aD
d@b .-Q

-

B

Este esquema é uma representacao grafica do que, hoje em dia, se chama um modelo de
grafo.



Euler e as Pontes de Konigsberg 11

1.5.2 Elementos Matematicos

Leonard Euler observou que o numero de passagens de uma margem para a ilha era
sempre impar (onde cada ponte é representada pelas arestas e cada margem, ou ilha, repre-
sentada pelos vértices), isso indica que se pode passar, mas em algum momento nao seria
possivel retornar sem repetir uma das passagens. Entao, ele provou que para o passeio de-
sejado pelos intelectuais de Koenigsberg ser possivel, cada massa de terra deveria se ligar a
outra por um numero par de pontes. Como consequéncia da resolucao do problema, teoremas
e alguns conceitos foram desenvolvidos.

Teorema 1.2 Se um grafo admite um passeio de Fuler, come¢ando e terminando em um
mesmo vértice, entdo todo vértice desse grafo tem grau par. Portanto, o grafo é euleriano.

Demonstracao: Considere um vértice qualquer do grafo, digamos A, e suponhamos que
ele é um vértice intermedidrio (nem final e nem inicial) do passeio. Entao, cada vez que
chegamos em A, por meio de uma aresta do passeio, partimos de A logo em seguida e,
assim, contadas as chegadas e partidas, teremos um numero par de extremidades de arestas
apoiando-se em A. Suponhamos agora que B é o vértice inicial e final do passeio. Entao,
calculando o grau de B, contamos um (uma extremidade de aresta) na partida, mais um na
chegada e somamos dois (duas extremidades) cada vez que passamos por B (podemos ao
longo do passeio, passar diversas vezes por B). Logo, B também é um vértice par. [ ]

Teorema 1.3 Se um grafo conexo tem seus vértices todos pares, entao ele admite um passeio
de Fuler. Além disso, esse passeio pode comecar e terminar em qualquer vértice previamente
escolhido.

Demonstracao: Consideremos um grafo em que cada um dos vértices tenha grau par.
Tomemos nele um vértice Ay. Seja a; uma aresta saindo de Ay e chegando em A;. Se
Ay = Ay, paramos por aqui. Se A; # Ay e Ay é um vértice par, entao existe uma aresta
as saindo de A; e chegando em As, as # a1. Se Ay = Ag, paramos por aqui. Se Ay # Ay,
prosseguimos. Existe uma aresta as saindo de A, e chegando em As, sendo a3 # ag e az # a;.
Assim prosseguindo, construimos uma sequécia de arcos ai, as, as, etc. até que nao nos seja
mais possivel continuar, ou seja, até que cheguemos num vértice A,,, do qual nao tenhamos
mais saida. Deveremos ter, entao, A, = Ay, pois caso contrario, chegaremos no vértice A,
sem poder sair dele, ap6s termos passado por ele (chegando e saindo) certo niimero de vezes e
entao A, serd um vértice de grau impar. Assim, o caminho ay, ..., a, é um caminho fechado
que se inicia e termina em Ay. Se esse caminho contém todas as arestas do grafo, entao o
nosso passeio de Fuler estd pronto. Se esse caminho nao contém todas as arestas do grafo,

entao, como o grafo é conexo, de algum dos vértices Ay, ..., A,_1, digamos de um vértice A,
parte um arco b; do grafo estando b, fora do caminho a,...,a,. O arco b; sai de By = A;
chegando a B;. Se By # By, existe uma aresta b, fora do caminho a4, ...,a,, saindo de

By e chegando em B,. Repetindo o procedimento anterior usado para construir o caminho
fechado a4, ..., a,, construimos um caminho fechado by, ...,b,,, sendo By = A, o ponto de
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partida e chegada, com os arcos by, . .., b, todos fora do caminho aq, ..., a,. Inserimos entao

o caminho by, ..., b, no caminho aq,...,a, por meio do vértice A,, obtendo um caminho

fechado aumentado, ay,...,as,b1,...,by, G511, ...,a,. Se este caminho for um passeio de
) ) s Wsy V1 y Umy Us+1H s Un

Euler através de todo grafo estd concluido todo o teorema. Se nao for novas ampliagoes,
por novas insercoes de caminhos, por meio de vértices dos caminhos fechados anteriormente
construidos, acabarao por esgotar todas as arestas do grafo, provendo-nos um passeio de
Euler pelo grafo. ]

Teorema 1.4 Se um grafo admite um passeio de Fuler come¢ando em um vértice e termi-
nando em outro, entao os vértices final e inicial do passeio sao impares e todos os demais
vértices do grafo tem grau par. Portanto, o grafo é semi-euleriano.

Demonstracao: Se um vértice B nao for o fim nem o inicio do passeio entao toda vez que
chegamos a ele, no passeio, patimos em seguida e, assim, haverda um numero par de arestas
apoiando-se nele. Se C' é o vertice inicial do passeio entao, ao calcular seu grau, contamos
um quando partimos de C' e somamos dois cada vez que passamos por C'. Assim, C' é um
vértice impar. Da mesma forma, para o vértice D, final do passeio, somamos dois cada vez
que passamos por ele e mais um na chegada, sendo D, portanto, também um vértice impar.
Assim, os vértices final e inicial sdo impares e todos os demais vértices sao pares.

[ ]

Teorema 1.5 Se um grafo conexo tem dois vértices impares e os demais todos pares, entao
ele admite um passeio de Euler. Esse passeio deve comecar em um dos vértices impares e
termainar no outro.

Demonstracao: Chame de A e B os dois vértices impares do grafo. Amplie o grafo criando
uma nova aresta a de vértices A e B. Com a insercao da nova aresta, os vértices A e
B tornam-se vértices pares. Podemos, entao, iniciar um passeio de Euler no novo grafo,
partindo de B, caminhando inicialmente de B a A pela aresta a e terminar o passeio em B.
Concluido o passeio, descartamos a aresta a e teremos, entao, um passeio de Euler, iniciado
em A e finalizado em B.
[ ]
Em vista dos teoremas vistos anteriormente, fica facil agora saber quando um grafo
admite um passeio de Euler. Igualmente facil é determinar que o problema das pontes de
Konigsberg nao tem solugao, pois tem quatro vértices impares.



CAPITULO 2

ALCEBRA DE MATRIZES

2.1 Matrizes

Uma matriz A, m X n, é uma tabela de mn nimeros dispostos em m linhas e n colunas.

@11 a2 ... Qip

921 A22 ... QA2pn
A=

Am1 Am2 ... Omn

Usamos também a notacdo A = (@;j)mxn. Dizemos que a;; é o elemento ou a entrada
de posicao i, j da matriz A.

Se m = n, dizemos que A é uma matriz quadrada de ordem n e os elementos a1, s, . . . , Uny
formam a diagonal principal da matriz. A soma dos elementos da diagonal principal é o
que chamamos de trago de uma matriz e denotamos por tr(A).

Se A é uma matriz quadrada de ordem n e a diagonal principal é composta por 1 e
todas as demais entradas sao nulas, entao a matriz é dita matriz identidade e denotada
por I,.

Uma matriz que sé possui uma linha é chamada matriz linha, e uma matriz que sé

possui uma coluna é chamada matriz coluna.

13
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Exemplo 2.1

1 2
A= 11
8 2

wW ot DN
N

Dizemos que A é uma matriz 3 x 4 e denotada por Asyy.

Exemplo 2.2
1000
0100
B = 0010
0 001

Dizemos que B é uma matriz quadrada, além disso, B ¢ a matriz identidade de ordem
4, denotada por 1.

Exemplo 2.3
C=(1221)

A matriz C é dita uma matriz linha e denotada por Cfy4.

Exemplo 2.4

S 00 N -

A matriz D é dita uma matriz coluna e denotada por Dyy1.

Dizemos que duas matrizes sao iguais se elas tém o mesmo tamanho e os elementos
correspondentes sdo iguais, ou seja, A = (a;;j)mxn € B = (bij)pxq 80 iguais se m =p, n = q
ea;="bjparat=1,....mej=1...,n

Matriz transposta

A transposta de uma matriz A = (a;;)mxn ¢ definida pela matriz n x m
AT =B

obtida trocando-se as linhas com as colunas, ou seja, b;; = aj;, parai = 1,...,ne j =
1,...,m. Escrevemos também [AT];; = aj;.
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Exemplo 2.5

Qo bo Co do

A= aq b1 C1 d1

a9 b2 Co dg

entao,

ap ay as

B = AT — bO bl b2

Cop C1 Cg

dy dy dy

Vale lembrar que para obtermos uma matriz transposta de uma dada matriz A, A nao
precisa obrigatoriamente ser quadrada.

Matriz inversa

Todo ntiimero real a, ndo nulo, possui um inverso (multiplicativo), ou seja, existe um nimero
b, tal que a-b = b-a = 1. Este nimero ¢ inico e o denotamos por a~!. Apesar da algebra
matricial ser semelhante a algebra dos nimeros reais, nem todas as matrizes A nao nulas
possuem inversa, ou seja, nem sempre existe uma matriz B tal que A-B = B-A = I.
De inicio, para que os produtos AB e BA estejam definidos e sejam iguais é preciso que as
matrizes A e B sejam quadradas. Portanto, somente as matrizes quadradas podem ter in-
versa, o que ja diferencia do caso dos ntimeros reais, pois todo niimero nao nulo tem inverso.
Mesmo entre as matrizes quadradas, muitas nao possuem inversa, apesar do conjunto das
que nao tem inversa ser bem menores do que o conjunto das que tem.

Uma matriz quadrada A = (a;;)nxn € invertivel, se existe uma matriz B = (b;;)nx, tal
que
AB=BA=1,

em que [, é a matriz identidade de ordem n. A matriz B é chamada de inversa de A. Se A
nao tem inversa, dizemos que A é nao invertivel.

-2 1
= ()
s=(0 1)

A matriz B € a inversa da matriz A, pois AB = BA = I.

Exemplo 2.6
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Matriz simétrica e antissimétrica

Trazendo a definicao de matriz transposta, A7, dizemos que uma matriz é simétrica quando
A = AT, Ou seja, os elementos que ficam em posicoes equidistantes da diagonal principal
sao iguais.

A= (CLij) tal que  a;; = aj;-
Exemplo 2.7

15
A= 5 3 = AT
9 8

~ 00 ©

Observacao 2.1 O produto de uma matriz quadrada A com sua transposta AT, e a soma
de uma matriz quadrada A com sua transposta, sao equivalentes a uma matriz simétrica.

A definicdo de uma matriz antissimétrica se diferencia da simétrica a par de um sinal.

Portanto, uma matriz quadrada A é antissimétrica se AT = —A
Exemplo 2.8
0 3 4
A=| -3 0 —6
—4 6 0
Transpondo a matriz A, note que AT = —A;
0 -3 —4
AT=[3 0 6 |=-4
4 —6 0

Observacao 2.2 A diferenca B = A — AT entre uma matriz quadrada A e a sua transposta
AT € uma matriz antissimétrica.

Poténcia de matrizes

A potenciacao de matrizes é analoga a potenciacao de nimeros reais, em que:

A= Ax Ax Ax A,

A operagao de base é a multiplicacao. No entanto, é preciso ter alguns cuidados e con-
sideragoes. Primeiramente, a matriz deve ser quadrada. Essa restricao ¢ uma consequéncia
da definicao do produto de matrizes em que o numero de colunas de A deve ser igual ao
nimero de linhas de B.
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Exemplo 2.9 Sendo assim, suponha que desejamos calcular A?.
A% = Anyp - Anxp-

Pela definicio do produto de matrizes, a sequinte condicdo € necessdria: n = p. Logo,
A2 = Aan : Aan-

Ou seja, A deve ser uma matriz quadrada, sendo o produto é impossivel. Obviamente, isso
€ vdlido para qualquer expoente.

Outra sutileza é o expoente zero. Um numero (diferente de zero) elevado a zero é igual a
1, que é justamente o elemento neutro da multiplicacao. O elemento neutro da multiplicacao
de matrizes é a matriz identidade:

Observacao 2.3 Note que estamos lidando apenas com expoentes inteiros positivos. A
poténcia de matrizes para expoentes nao inteiros é mais complexa e nao nos interessa nesse
trabalho.

Determinante de uma matriz

Inicialmente iremos definir o determinante de matrizes 1 x 1. Para cada matriz A = [q]
definimos o determinante de A, indicado por det(A), por det(A) = a.

Vamos, agora, expandir a idéia para o determinante de matrizes 2 X 2 e em seguida definir
para matrizes de ordem maior. A cada matriz A, 2 x 2, associamos um numero real, deno-
minado determinante de A, por:

det(A) = det ( du ) = Q11022 — (21012

A21 Q22
Para definir o determinante de matrizes quadradas maiores, precisamos definir o que
sdo os menores de uma matriz. Dada uma matriz A = (a;;)nxn, 0 menor do elemento a;;,
denotado por A;;, é a submatriz (n — 1) X (n— 1) de A obtida eliminando-se a i-ésima linha
e a j-ésima coluna de A.

Exemplo 2.10 Para uma matriz A = (a;j)3x3,

a1; a2 a3

~ n ailr Az
A= 921 Q922 Q923 R entao A23:
az1 asg
31 Aaz2 ass
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Agora, vamos definir os cofatores de uma matriz quadrada A = (a;j)3x3. O cofator do
elemento a;;, denotado por a;;, ¢ definido por

Ao itj A

a;; = (1) det(Ay;),
ou seja, o cofator a,;, do elemento a;; é igual a mais ou menos o determinante do menor A;;,
sendo o mais e o menos determinados pela seguinte disposicao:

+ -+

Exemplo 2.11 Para uma matriz A = (a;j)3x3,

A 243 A _ ail  ai2 _
923 — (—1) d@t(A25) = —det = 3112 — a110a33.
az1 a3z

Da mesma forma que definimos o cofator para matrizes 3 x 3 usando o determinante de
matrizes 2 X 2, podemos definir o cofator para matrizes n x n supondo que sabemos como
calcular o determinante de matrizes (n — 1) x (n — 1). Para isso, vamos estender a definigao
de cofatores para matrizes quadradas A = (a;j)nxn. O cofator do elemento a;;, denotado por
a;j, ¢ definido por:

A it+j A

ay; = (—1)"det(Ay),
ou seja, o cofator a,;, do elemento a;; é igual a mais ou menos o determinante do menor A
sendo o mais e o menos determinados pela seguinte disposicao:

R

Daidefinimos o determinante de A, onde A é uma matriz n x n por:
~ ~ ~ n ~
det(A) = aq11011 + @12012 + . .. + Q1,01 = Zj:1 A15A15,

em que aj; = (—1)"det(Ay;) é o cofator do elemento a;;. Além disso, o determinante
de A pode ser calculado fazendo-se o desenvolvimento em cofatores segundo qualquer linha
ou qualquer coluna, dai temos a expressao determinada como expansao em cofatores do
determinante de A em termos da i-ésima linha ou i-ésima coluna, como é mostrado a
seguir:
~ ~ ~ n ~ .
det(A) = a;1Gi1 + aiolio + - . . + Qinliy = ijl a;jG;j, para i =1,...,n
A A A n ~ .
d@t(A) = Q1;a15 + Q25 A2; +...+ UpjQn; = Zl 1 @ijQ45, Ppara j = 1, ..., n.

em que 4;; = (—1)"*det(A;;) é o cofator do elemento a;.
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2.2 Diagonalizacgao
Autovalores e autovetores

Definicao 2.1 Dizemos que uma matriz A, n X n, € diagonalizdvel, se existem matrizes P

e D tais que A = PDP~', ou equivalentemente, D = P~ YAP, em que D € uma matriz
diagonal.

Exemplo 2.12 Toda matriz diagonal

D S R |
0 Ao 0
A= .
0 0 A\
¢ diagonalizdvel, pois
A= (I,) AL,

Vamos supor inicialmente que a matriz A seja diagonalizavel. Entao existe uma matriz
P tal que

P'AP =D,

em que D é uma matriz diagonal. Vamos procurar tirar conclusoes sobre as matrizes P e
D. Multiplicando a esquerda por P ambos os membros da equacgao anterior, obtemos

AP = PD.
Sejam
A0 0
0 A 0
— _2 . (§] P — ( ‘/i ‘/2 Vn )7
0 0 A\

em que V; é a coluna j de P. Por um lado

AP=A(Vi Vo ... Vo, )=(AVi AVy ... AV,),

e por outro lado
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MO 0
0 X ... 0

PD=(Vi Vo ... Vo)l . 70 D= (0 Ve o AV )
0 ... 0 A

Assim, AP = PD pode ser reescrita como,

( AV AV, ... AV, ) = ( MV NV oo AV, )
Logo,
AV; = NV,
para j = 1,...n. Ou seja, as colunas de P, Vj, e os elementos da diagonal de D, \;,

satisfazem a equacao

AX = )X,

em que A e X sao incognitas.

Definicao 2.2 Seja A uma matriz n x n. Um nidmero real A é chamado autovalor (real)

U1
de A, se existe um vetor nao nulo V = v2 de R", tal que
Un
AV = \V.

Um wvetor nao nulo que satisfaca essa equacdo € chamado autovetor de A.

Observacao 2.4 Como os autovetores sao vetores nao nulos, os autovalores sao os valores
de \, para os quais o sistema (A — X)X = 0 tem solu¢ao nao trivial. Mas, este sistema
homogéneo tem solugdo nao trivial se, e somente se, det(A — \I,) = 0. Assim, temos um
método para encontrar os autovalores e os autovetores de uma matriz A.

Proposigao 2.1 Seja A uma matriz n X n.
i) Os autovalores (reais) de A sdo as raizes reais do polinémio

p(z) = det(A — z1,)

ii) Para cada autovalor X\, os autovetores associados a A sao os vetores ndo nulos da
solucao do sistema

(A—A)X =0.
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Definigao 2.3 Seja A uma matriz n x n. O polinémio

p(z) = det(A — z1,)
€ chamado de polinémio caracteristico de A.

Para cada autovalor A\, o conjunto dos autovetores associados a ele acrescentado o vetor
nulo é o conjunto solu¢ao do sistema linear homogéneo (A — A[,)X = 0 e é chamado de
autoespacgo associado ao autovalor .

2.2.1 Diagonalizacao de Matrizes Simétricas

Considere o problema da identificacdo de uma conica (curva no plano descrita por uma
equacao de segundo grau em z e y) através da sua equagao que facilmente é resolvido se a
equagao nao possui um termo em que aparece o produto xy. Mas, ao contrario, se aparece
este termo misto, temos que fazer uma mudancga de coordenadas de forma que nas novas
coordenadas ele nao apareca. Vejamos o exemplo seguinte.

Exemplo 2.13 Considere o problema de identificar uma conica representada pela equagao

32% + 2xy + 3y° = 4.

Usando matrizes, esta equacdo pode ser escrita como

(3z+y x+3y)(§):4

ou
3 1 T
o (Te)(5) -
ou ainda,
X'AX =4,
em que

(1) e (5)

Como vimos anteriormente, podemos escrever a equacao como

A=PDP!

em que
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1 1
P=| v2 ¥ eD=<§Z).
V2 V2

Assim, podemos reescrever a equag¢ao como

(XT'P)D(P'X) = (P'X)'D(P'X) =4

Se fazemos a mudanca de varidveis (ou de coordenadas) X = PX', entdo como P™1P =
I, a equacao se transforma em

(X)'DX' =4

ou

que pode ser escrita como,

22" 4+ 4y? = 4,

que € uma equacao da elipse.

A matriz P tem a propriedade de que a sua inversa é simplesmente a sua transposta,
P~! = PT. Uma matriz que satisfaz esta propriedade é chamada de matriz ortogonal. O
que possibilitou a identificacao da conica, no exemplo anterior, foi o fato de que a matriz A

¢é diagonalizavel através de uma matriz ortogonal P. Ou seja, existe uma matriz P tal que
A=PDP—-1e P '=PT,

Sabemos que nem toda matriz é diagonalizavel , entretanto, se uma matriz A é simétrica,
entao ela é diagonalizavel, isto é, existe uma matriz diagonal D e uma matriz invertivel P
tal que A = PDP~!. Além disso, para matrizes simétricas, existe uma matriz P tal que
A = PDPT. Isto porque existe uma matriz ortogonal P que faz a diagonalizacao, ou seja,
que tem a propriedade P~' = PT. Em algumas aplicacoes a diagonalizacao com uma tal
matriz é necessaria, como por exemplo na identificacao de conicas.



CAPITULO 3

INTRODUCAO A TEORIA ESPECTRAL
DOS GRAFOS

3.1 Matriz de Adjacéncia

Definicao 3.1 Seja G um grafo de n vértices e E = E(G), V. = V(G) os respectivos
conjuntos de arestas e vértices de G. A matriz de adjacéncia A(G) do grafo G é uma
matriz quadrada de ordem n cujas as entradas sao definidas por:

- 1, se (v,v;)€E, v,v;€V;
Y1 0, para qualquer outro caso.

Logo, A(G) é uma matriz real e simétrica, formada por uns e zero. O trago dessa matriz é
igual a zero pois nao nos importa os grafos com lagos nesse estudo.

O polinémio caracteristico do grafo de G é determinado através da matriz A(G) e
denotado por pg, onde A é dito autovalor do grafo G uma vez que A zera pg. Se A(G)
possui os autovalores distintos, o espectro do grafo G, denotado por spectG, é definido
por uma matriz 2 X s, onde a primeira linha é composta pelos autovalores de A(G) dispostos
em ordem decrescente e a segunda por suas respectivas multiplicidade algébrica. Assim, se
A1 > ... > g s@o autovalores distintos de A(G) e para 1 < i < s, ma()\;) s@o as suas
multiplicidades algébricas entao o espectro é dado da forma:

A Ag
ma(A1) ... ma(Xs)

O maior autovalor de G é denominado indice de G e denotado por ind(G).

spectG =

23
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A proposicao a seguir é nosso primeiro exemplo de como as propriedades dos grafos sao
refletidas pelas propriedades algébricas de matrizes associadas a eles.

Proposicao 3.1 : Seja G um grafo com n vértices e m arestas e seja
pa(N) = X"+ a N a "R ap A+ ay,

o polinomio caracteristico de G.
Entao os coeficientes de pg(\) satisfazem:

Z) a; = O,’
ii) ay = —m; onde m é o numero de arestas.
iii) a3 = —2t, onde t € o numero de triangulos no grafo.

Demonstragao: Da teoria de matrizes temos que, para cada i, 1 <7 < s, (—1)%a; = soma
dos menores principais de A(G) que tem i-linhas e i-colunas. O menor principal de A(G)
é o determinante de qualquer submatriz de A(G) obtida pela retirada de um subconjunto
de n — ¢ linhas e do correspondente subconjunto de colunas.

i) Dai, como o trago de qualquer A(G) = 0, temos que a; = 0;

ii) Note que qualquer menor principal com duas linhas e duas colunas com entradas nao-
nulas é da forma:

01

10
Portanto, para cada par de vértices adjacentes temos um tnico menor principal e cada
um deles vale -1, entao temos que:

(—1)%az = (=1)|E] = (=1)m.
Logo,

—as = m, onde m é o nimero de arestas.
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iii) Para os menores principais com 3-linhas e 3-colunas com entradas nao todas nulas,
temos 3 possibilidades:

010 011 011
1 00,1 0O0]e{l1 01],
000 100 1 10

dentre os 3, o inico nao-nulo é o terceiro cujo valor é igual a 2 e corresponde a vértices
mutuamente adjacentes, ou seja, um triangulo. Logo

(—1)3a3 = 2 x t, onde t ¢ o nimero de triangulos do grafo G.
Portanto,
as = —2t

Proposicao 3.2 O numero de cadeias de comprimento | ligando os vértices v; ao vértice
v; em um dado grafo G, é equivalente a entrada de ordem i x j da matriz A', onde A é a
matriz de adjacéncia do grafo G.

Demonstragao: : (Por indugao em [) Temos que para [ = 1 o resultado é verdadeiro pois
Al = A. Suponhamos agora que o resultado seja verdadeiro para [ = L. Mas existem tantas
cadeias de comprimento L + 1 ligando v; a v; quantas sao as cadeias de comprimento L
ligando v; ao vértice v;, adjacente a v;. Assim, o nimero de cadeias ¢ dado por:

n

D (A =D (AM)inAn; = (A"
vh,vjEE h=1

Segue entao que o nimero de cadeias de comprimento L + 1 ligando v; a v; é dado pela
entrada de ordem 7 X j da matriz (AX);;. O resultado segue por indugao.

|

Podemos observar que a relacao entre o nimero de cadeias fechadas de um grafo e as

somas de poténcias de seus autovalores é dado pelo resultado acima. De fato, seja G um grafo

com n vértices e m arestas. Pela proposicao anterior o nimero total de cadeias fechadas de

comprimento [ em G é o traco de A'. Como o traco de uma matriz diagonalizdvel é a soma
de seus autovalores temos que:
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nimero total de cadeias fechadas de comprimento [ = > \!

Em particular:

i) A soma dos autovalores de G é zero pois tr(A) = 0;

ii)

A soma dos quadrados dos autovalores é duas vezes o nimero de arestas, ou seja,

tr(A*) = 2m; e portanto, se o grafo G for regular de grau k entao Y ., A7 = kn, uma
vez que kn = 2m;

iii) A soma dos cubos dos autovalores é seis vezes o nimero de triangulos do grafo, ou

seja, tr(A3) = 6t.

Vemos entao que o espectro de um grafo pode determinar o ntimero de vértices, de

arestas e de triangulos. No entanto, este fato nao pode ser generalizado, pois nem sempre
os ciclos de comprimento r (com r > 4) sdo determinados em funcao de tr(A").

Proposicao 3.3 : Seja G um grafo reqular de grau k. Entao:

i) k é autovalor de G.

ii) G € grafo conexo se e somente se a multiplicidade de k é 1.

iii) Qualquer autovalor X de G satisfaz |\ < k.

Demonstracgao:

i)

ii)

Seja v o vetor [1,1, ..., 1]. Como a soma das entradas de cada linha da matriz de
adjacéncia A de G é k, o grau do vértice, temos que Av = kv, ou seja, k é autovalor
de G.

Lembramos que um autovalor tem multiplicidade 1 se ele aparece como raiz de um
fator de grau um no polinomio caracteristico. Equivalentemente, se o espago gerado
pelos autovetores associados a este autovalor tem dimensao 1.

Vamos mostrar esse ultimo caso, isto é, qualquer autovetor associado ao autovalor k é
multiplo de um mesmo vetor.

(=) G é conexo. — Multiplicidade de k é 1.

Seja x = (x1, T, ...,x,) um autovetor associado a k, isto é,

Ax = kzx.

Seja x a entrada de maior valor absoluto em x, ou seja,

mazx|zy|, |val, ..., |2 = |74
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Dai, para todo 4, |zs| > |z;|. Entao,

k-xs=(AT)s =as - T1+ as2 - To+ ...+ Qg - Ty,

Dai

|| + (k — 1)|zs] = klag| = |asiz1 + asoa + . .. + agny|
< lasiz1| + |asgwa| + . .. + |asn )
= ag1|T1| + ase|za| + . ..+ asn| ]
= ag1|T1| + ase|za] + ... F ag |z |+ .o aspl|Ts]
< ag|ws| + aglxs| + . A age|Te] + oL F agn| T
= Q| @ | + (k — as)| 75|

| x|+ (k= 1)|zg|, se v, adjacente a vs.
N k|xs|, para outro caso.

Se v, adjacente a vy chegamos em

|:L‘S| + (k — 1)|‘738| < |xrl + (k — 1)|:L‘S| — |zg| < |x7’|

Mas jé tinhamos |z4| > |z;| V . Logo

|$8| = |"ET|

Por hipétese, G é conexo, logo todos os vértices sao ligados por um caminho. Neste
caso, usando esse caminho todos os |x;| s@o iguais a |zs| que nao é zero.
Supondo, sem perda de generalidade, que x; > 0, temos,

k.’L‘l = 1121 + a12x2 + ... + a1,T,
Como em cada linha de A sé ha k entradas de valor 1, entao z; é positiva sempre que
v; € adjacente a v;.
Seguindo esse argumento e podendo comparar dois a dois vértices adjacentes, temos

que todas as entradas sao positivas, pois G é conexo. Daif, z = z, - (1,1,...,1)T, logo
todos os autovetores associados a k sao gerados por (1,1,...,1). Como querfamos
mostrar.

(<) Multiplicidade de k é 1. — G é conexo.

Se G nao fosse conexo, G = |J;_; G;, onde G; seriam as componentes conexas de
G e todas seriam k-regular. Logo k é autovalor de cada G;. Mas pg(A\) = pa, (N) -
Pay(N) ... pa, (A), logo pg(A) terd k como autovalor de multiplicidade pelo menos 7.
Porém, por hipdétese multiplicidade de k£ é 1. Portanto temos um absurdo, logo G é
€onexo.
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iii) Seja y um vetor nao-nulo de G associado a um autovalor A de G e seja y; a entrada de
y de maior valor absoluto. Como em (ii), temos Y v; = Ay; e |y||ly;| = | D v < kly;l.
Logo |A| < k.

3.2 Isomorfismos de Grafos

Nesta secao verificaremos quando dois Grafos sao ditos isomorfos, ou seja, quando as
propriedades fundamentais sao conservadas, além disso, observaremos que entre os dois ou
mais grafos deve haver uma bijegao entre os elementos de suas estruturas (o nimero de arestas
unindo os vértices em (7 ¢ igual ao nimero de arestas unindo os vértices correspondentes
em (5 por exemplo). Portanto, aqui observaremos que dois grafos podem parecer diferentes
em sua representagao visual e ainda assim representarem o mesmo grafo segundo a definicao.

Definicao 3.2 Dois grafos G, e G5 sao ditos tsomorfos quando existe uma correspondéncia
biunivoca entre seus conjuntos de vértices de modo que as adjacéncias sejam preservadas.
Portanto dois grafos G1 e Gy sao ditos isormorfos quando podemos obter um do outro através
de um permutacao de vértices. Isto significa que as matrizes de adjacéncia de G e Gy sdo
semelhantes, ou seja, existe uma matriz de permutacao P tal que PTA(G1)P = A(G,).

Definicao 3.3 Dois grafos G, e Gy sao ditos coespectrais quando eles tem o mesmos
autovalores com mesmas multiplicidades algébricas, ou seja, spectGy; = spectGs.

Observagao 3.1 Se dois grafos sao isomorfos, entao eles também sao coespectrais. Entre-
tanto, mao vale a reciproca dessa afirmacao, pois dois grafos podem ter o mesmo espectro,
mas 0s vértices correspondentes em cada um pode nao preservar as adjacéncias.

Definicao 3.4 Dizemos que um grafo G € caracterizado pelo seu espectro se todos os grafos
com mesmo espectro de G sao isormorfos a G.

Observacao 3.2 Dois grafos coespectrais nao isomorfos nos mostra que algumas proprie-
dades podem nao ser caracterizadas pelo seu espectro, como a conexidade do grafo e o grau
dos vértices.

Proposicao 3.4 Um grafo G possui um unico autovalor se e somente se G € um grafo nulo.

Demonstracao: Seja A autovalor de G com multiplicidade algébrica m. Como o traco da

matriz de adjacéncia de G é zero entao A sé pode ser zero. Logo o polinomio minimo de
AG) é f(z) =z — X =z edal
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000 . 0
000 . 0
A(G) = -
0 00 0
Portanto G possui m vértices isolados. [ ]

Corolario 3.1 Grafos nulos (sem arestas) sao caracterizados por seu espectro.

Proposicao 3.5 Seja G um grafo com dois autovalores distintos e \y > Ag. Entio G ¢
grafo reqular de grau Ay e Ay = -1.

Demonstracao: Sejam A; e Ay autovalores de G tais que A\; > Ao. Entao a matriz de
adjacéncia de G tem polinémio minimo f(z) = (z — A1)(x — A2) e portanto,

A2 — ()\1 + /\Q)A + )\1)\21 = 07

assim, para todo k, 1 < k < n, a2, = —A\Ay. Portanto G ¢ grafo regular de grau —\; .
Como temos por outro resultado que A\; = —A1 Ao, logo Ay = -1 e G é grafo regular de grau
)\1.

[]

Corolario 3.2 Todo grafo com exatamente dois autovalores distintos € caracterizado pelo
seu espectro.

3.3 Relacao entre Parametros de Grafos

Definicao 3.5 Seja G = (V, E) um grafo. O nimero 6 = min d(v)|v € V' € chamado grau
minimo de G. O nimero A = max d(v)lv €V é chamado de grau mdzimo de G. O
nimero d = ‘71‘ Y vev A(v) € chamado de grau médio de G.

A relacao entre o grau médio e o grau mdxrimo e minimo € dado por:

§<d<Aed=3H
Definicao 3.6 Seja G(V, E) um grafo. Se v;,v; € V, chamamos a disténcia de v; a vj ao
minimo dos comprimentos dos caminhos que ligam v; a vj. O mdximo das distancias que
ligam dois vértices em G quaisquer é denominado didmetro de G.

Proposicao 3.6 Seja G um grafo conexro com diametro D entao o nimero de autovalores
da matriz de adjacéncia A € no minimo D + 1.
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Demonstracao: Sejam Aq, A, ..., )\, os autovalores distintos de G. Como a matriz de ad-
jacéncia A é simétrica e real, seu polindmio minimo tem grau n e entao

(A= MDA = DoI)... (A=) =0.

Portanto, A" é combinacao linear de A, com 0 < ¢ < n — 1. Suponhamos que n < D e
tomemos dois vértices v; e v; de G tais que a distancia de um vértice ao outro seja igual a
n. Entao (A"),,., = 0 para todo 0 < i <n—1e (A") > 0. Note que por definicao A" =
0 e n é o numero maximo de autovalores, portanto temos uma contradicao. Entao de fato
n>=D+1. ]

Proposicao 3.7 Seja G um grafo com m arestas e n vértices, entao

1
Demonstracgao: Por definicao temos que
M+ .+ =0e X+ X+...+ ) =2m.
Sejam f, g e h funcoes de R™ em R definidas por
FAL, s ) = A,
G AN = Mt A (A ) = AN A2

Consideremos o seguinte problema de maximizagao com restrigoes de igualdade:
maxf (A1, ..., \,) sujeito as restrigoes, g(Ai, ..., \,) =0e h(Ay,..., \,) = 2m.
Definimos entao a Lagrangeana
L()\l,...,)\n,k’l,kg) = /\1 _kjl(>\1;---,)\n) —kg()\%+)\§+—l—)\%—2m
e resolvendo por multiplicadores de lagrange, obtemos:

g—)i:l—kl—2k'2)\1:() (1)
g—iz—kl—ng)\izo, para todo i, 2<i<n (2)
M+ X2+ ...+ A2 =2m (4)

Note que ky # 0, pois se ky = 0 entao k; seria simultaneamente igual a 1 e 0. Dai segue
que para i, 2 < i < n, \; = ;Tk; Sendo assim, segue também que \+ # (n — 1)(;712) = 0.

Logo A\ = —(n — 1)(;71“21), e portanto, concluimos que

M= (- 1)), ()

Substituindo A; em (4), temos:

(n— 1)2(2%)2 +(n— 1)(_’;}@)2 =n(n— 1)(2%)2 = 2m.
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Segue daf que 3 kl = % Voltando em (5) obtemos

Alz(n—l)%:(n—l),/n(irfl) \J(n niml \/n—l []

Proposicao 3.8 Seja G um grafo com diametro D, entdo o numero de vértices em G € no
mdzimo igual a 1+ A+ AA —=1)+ AA =1+ ...+ A(A - 1)P~L.

Demonstracao: Seja G um grafo. Tomemos um vértice v; em G, este vértice estd ligado
a, no maximo, A outros vértices. Cada um destes vértices pode estar ligado a, no maximo,
mais A — 1 (pois eles estao ligados a v;), acrescentando entao no méximo 6(0 — 1) vértices.
Podemos prosseguir sucessivamente deste modo D — 1 vezes, chegando assim no resultado

VI <T+A+AA-D)+AA =12 +.. +AA-1)P

Definicao 3.7 Se G = (V, E) € tal que

VI <T+A+AA -1 +AA =12+, +AA-1)P

dizemos que G € um grafo de Moore.

Exemplo 3.1

O exemplo retrata o grafo de Pertesen, onde temos que |[V| =10, =3e D = 2.

Observagao 3.3 Poucos sao os grafos de Moore. Um problema nessa drea, conhecido como
o problema do grau-diametro, consiste em encontrar um grafo G de grau mdximo 0, diametro
D e o maior nimero de vértices possivel.
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3.4 Energia de Grafos

O conceito matematico, denotado como energia de um grafo, foi introduzido por Ivan Gut-
man em 1977, no intuito de se basear na representacao da estrutura dos hidrocarbonetos.
Entretanto, essa definicao nao ficou restrita as representacoes das moléculas, muito pelo
contrério, ela foi estendida para todo tipo de grafo. Esta secao tem como objetivo definir e
apresentar resultados de energia relacionados ao conjunto de vértices e arestas do grafo.

Definigao 3.8 A energia de um grafo G denotada por E(G) € dada por

E(G) =) |
i=1
onde, \1,..., A\, sdo os autovalores de GG.

Corolario 3.3 Para todo grafo completo K, conhecemos os autovalores e consequimos de-
finir a energia do grafo. A energia de qualquer grafo K, € dada por

E(K,)=2n-2

Para a maioria dos grafos, nao é possivel fazer essa dedugao pois necessitaria conhecer
todos os autovalores de GG, ou seja, todas as raizes do polinomio caracteristico do grafo. O
que muitas vezes é possivel, é fazer estimativas para a grandeza do valor da energia.

Vimos por outro resultado, que a soma dos autovalores de GG é zero, ou seja, a soma dos
autovalores positivos é igual a soma dos modulos dos negativos. Assim, podemos escrever a
energia como:

E(G)=2) X\

Ai>o0
Proposicao 3.9 Seja G um grafo com n vértices e m arestas, entao

E(G) < V2mn.

Demonstragao: Sejam Ay, ..., \, todos os autovalores de G. Entao, usando a desigualdade
de Cauchy-Schwarz para o produto interno e a proposicao (4.2), obtemos



Energia de Grafos 33

= (Z ’)\ZDQ = <(|)\1|7 KR |)\n‘)7 (17 KR 1)>2

< Ao PR DIP S DIP
-(zn wz) > )
< (Swe)mezmen
i=1
Portanto, como as varidveis sao positivas, temos que F(G) < v2mn. [ ]

Exemplo 3.2 A igualdade E(G) = v/2mn vale se e somente se todos os autovalores de G
forem iguais em maodulo. Acompanhando a demonstracdo da proposicao anterior, teremos a
tgualdade no passo em que aplicamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz se e somente se o
vetor (|1, ..., |An|) for colinear com o vetor de entradas todas iguais a um, ou seja, |N;| = A
para todo i. Quando isso ocorrer, haverd dois casos:

i) Todos os autovalores sao iquais e pela proposi¢ao 3.4 o grafo ndao possui arestas (m =
0). Os autovalores sdo todos zeros e E(G) = 0.

ii) Hd dois autovalores A\ e —\ com a mesma multiplicidade s. Portanto, pela proposi¢do
3.5, o grafo é uma uniao de grafos completos. Contudo, sabemos que um dos autova-
lores deve ser -1, o que resta para o outro ser igual a 1. Temos que n = 2s, o0 que nos
dd que esse grafo é formado por 5 copias de Ks.

Proposicao 3.10 Seja G um grafo com m arestas, entao

2v/m < E(G) < 2m.

Demonstracao: Seja G um grafo com n vértices e m arestas, e sejam Ay, ..., \, os auto-
valores de G. Temos que > 7 A\; = 0. Assim

O:(i)\i)Q: > AN (3.1)

1<i,j<n
=Z)\2+Z>\>\ (3.2)
i#]

i#]
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ou seja, y 4 AiAj = —2m. Agora, calculando a energia do grafo e usando a desigualdade

triangular, obtemos

n

EG?=Q D= Y Nl (3.4)

i=1 1<i,j<n
= P Il (3.5)
i=1 i#j
>2m+ [ A (3.6)
i#£]
=2m+ | — 2m| = 4m, (3.7)

o que nos da a desigualdade E(G) > 2y/m.

Para a segunda desigualdade, é necessario que encontremos uma cota superior para a quan-
tidade de vértices em funcao do niimero de arestas. Sabemos que cada aresta incide sobre
dois vértices, o caso extremo ocorre quando uma aresta incide sobre dois vértices distintos
dos demais. Para o caso em que o grafo nao possui nenhum vértice isolado, n < 2m. E
usando a proposicao (4.9) temos

E(G) <V2mn < V4m? = 2m.

No caso geral, um grafo que tenha x vértices isolados tem a mesma energia que os
subgrafos sem os vértices isolados, pois esses vértices contribuem com os autovalores zero ao
espectro, inalterando o valor da energia. [

3.5 Aplicacoes

Nesta se¢ao, mostraremos as possiveis aplicagoes envolvidas pelo conteido dos espectros e a
utilizacao pratica para a matriz de adjacéncia de um grafo GG, tendo como objetivo mostrar
que o numero de caminhos entre dois pontos de comprimento [ pode ser dado através da
matriz de adjacéncia assim como a esttrutura dos hidrocarbonetos pode ser representada
por um grafo e caracterizada pelo seu espectro.

3.5.1 Transporte (Estagoes de metros - Matriz de adjacéncia)

Uma forma de aplicar o conceito de matriz de adjacéncia esta relacionado ao nimero de ca-
minhos entre dois vértices quaisquer do grafo. Suponha um problema de construir um metro
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em uma grande cidade. Dali, sao escolhidos n locais para representar as estacgoes, digamos
vy, ..., 0,. Estas estagoes juntamente com as linhas do metro formam as interligacoes entre
elas. A partir dai, podemos representar o problema através de um grafo G(V, E). A questao
que se coloca é: escolhendo duas estacoes quaisquer, sempre existe um caminho na rede que
as ligue? Para isso, basta o grafo ser conexo. Além disso, conseguimos determinar o niimero
de caminhos de comprimento [ utilizando a matriz de adjacéncia. Basta efetuar A’ , onde [
é o comprimento desejado. Cada entrada a; ; na matriz A nos d4 o nimero de caminhos de
comprimento [ entre os vértices v;, v;. Portanto, se a equagao AV 4+ A2+ A3+ .+ A" ! nos
da somente entradas diferentes de zero, garantimos a conexidade do grafo.

Exemplo 3.3 Se n = 10 e a matriz de adjacéncia que representa as ligacoes iniciais do
grafo G €

01 00O0O0O0O0GO0®O
10100O0O0O0O0O0
0101001O0O0®O0
00101O0O0O0O0O0
0001O01O0O0T1®O0
AG) = 000O01O0O0O0GO0OO®O
001 0O0O0O0OT1TO0®O0
000O0O0OO0O1O0O0O®O
00001O0O0O0OTO0T1
0000O0O0OO0OO0OT1PQ0

entdo A' + A2+ A3+ ...+ A° € a matriz

31 119 87 133 46 46 114 27 55 9
119 118 366 133 234 46 114 114 55 55
87 366 278 467 188 188 366 87 234 46
133 133 467 200 421 96 133 133 124 124
46 234 188 421 232 233 234 46 311 78
46 46 188 96 233 58 46 46 78 T8
114 114 366 133 234 46 118 119 55 55
2r 114 87 133 46 46 119 31 55 9
55 55 234 124 311 78 55 55 108 109
9 55 46 124 78 78 55 9 109 30

Note que a matriz combinacao nos dd todos os possiveis caminhos de comprimento
variando de 1 até 9 de dois vértices v; e vj do grafo. Por consequinte, nao temos nenhuma
entrada nula na matriz combinagao, garantindo assim que o grafo é totalmente conexo, ou
seja, todas as estagoes estao conectadas por um caminho.
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3.5.2 Quimica (Espectro da matriz de Adjacéncia e Carbonos quar-
tendrios )

O espectro de um grafo é largamente utilizado na teoria dos grafos para caracterizar suas

propriedades estruturais, no entanto, encontramos algumas falhas quando se deseja associar
e/ou comparar dois grafos. Um dos motivos ja foi visto neste trabalho e estd ligado ao fato
de que dois grafos podem compartilhar o mesmo espectro e nao serem isomorfos. Outra é que
seu espectro pode mudar drasticamente com uma pequena troca feita no grafo, por exemplo,
troca ou retirada de uma aresta ou vértice. Embora sejam fatores negativos, quando se
pensa no emprego do espectro em problemas relacionados a comparacao de grafos, nao é
necessariamente verdade que eles nao possam ser aplicados a tais problemas, pois, como
sabemos, eles sao muito lteis nas areas de visao computacional e teoria quantica.
Da teoria quantica, as propriedades de elétrons, atomos e moléculas num estado estacionario,
sao descritas por funcoes de ondas envolvendo massa e energia potencial. Huckel estudou os
hidrocarbonetos insaturados, onde o esqueleto de uma molécula pode ser representado por
um grafo, como por exemplo o da imagem abaixo.

Os vértices do grafo correspondem aos atomos de carbono do hidrocarboneto. Dois
vértices sao adjacentes se, e somente se existe uma ligacao 0 entre os atomos de carbono
correspondentes. Pela teoria de Huckel, os autovalores do grafo correspondem aos niveis de
energia dos elétrons 7. Sendo assim, o problema de determinacao de energia de cada orbital
molecular é reduzido ao da determinacao do espectro do grafo molecular. Além disso, o
coeficiente de particao de cada orbital atomico em um dado orbital molecular é dada pelas
entradas do autovetor correspondente. No estudo dos hidrocarbonetos conjugados os grafos
sao sempre conexos, planares e com grau no maximo 3. Apesar destas restrigoes, essa classe
de grafos é bastante ampla, envolvendo muitos problemas nao triviais de teoria espectral dos
grafos. Outro problema de relevancia para os quimicos é estudar a estabilidade quimica de
uma molécula. Em um estudo feito por H. C. Longuest-Higgins, ele mostrou que a ocorréncia
de autovalor zero no espectro do grafo bipartido (correspondente ao hidrocarboneto com
ligagbes 7 conjugadas) indica instabilidade quimica da molécula. J& Collatz e Sinogowitz
propuseram o problema de caracterizar todos os grafos que tem zero como autovalor. Sé
existem resultados particulares até o momento.
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Do estudo de carbonos quaternarios e grau maximo de vértices, um grafo arvore com
grau maximo menor ou igual a 4 é designado como um grafo molecular representando
isomeros de alcanos (se n é o numero de vértices o grafo representa isémero de C,, Hay,—2).
A =1 é satisfeito apenas pelo etano.

A = 2 é satisfeito apenas pelos isomeros de cadeia linear de alcanos, ou seja, sem rami-
ficacoes.

A = 3 indica que a molécula apresenta apenas carbonos terciarios.

A = 4 indica a presenca de pelo menos um carbono quaternario.

A partir da desigualdade abaixo, em que relaciona grau maximo e maior autovalor do
Laplaciano,

A+l<m<A+1+2/A—1

conhecendo p; podemos detectar a presenca de carbono quaternario. Na préxima figura,
onde apresentamos as arvores quimicas dos isomeros do octano, observamos a presenca de
carbonos quaternérios (correspondendo a A = 4); nos casos em que fq > 5.

I'I"|1 = 3 B4TR I‘I'I.| =4 2332 m, 4,349

I'I"|1 w3400 I"I'I.| ® 4 3623 I'I"II 54 4383

I'I'.I =4 4763 I'I'I.| =4 612 |'|'|1 = 4 6355
3. e, Fooos

I'I'.I = 4 GEGS I'I'I.| =4 8136 I'I".I = 5087

g my = 5,144 % my =5,1732 % my = 5,2351
g m, = 52819 % rr1=5.32’54 % % n11=5£-1&-&
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A imagem nos fornece os isomeros do octano e m; é indice Laplaciano (que nao é definido
pois nao é o foco no desenvolvimento deste projeto).
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