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Módulo 8: Dependência e independência linear

Ementa: Combinações lineares; conjuntos linearmente dependentes e linearmente inde-

pendentes.

Objetivos: Saber verificar se um dado conjunto de vetores em um espaço vetorial é l.i.

ou l.d., bem como compreender qual o significado dessas classificações e como utilizá-las

em demonstrações.

Sejam V um espaço vetorial e A = {v1, v2, . . . , vn} um conjunto de vetores de V . Uma

combinação linear dos vetores dados é qualquer soma da forma

n∑
i=1

aivi = a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn,

com ai ∈ R, para todo i. Sempre é posśıvel encontrar uma combinação linear dos vetores

dados que satisfaz a equação

a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn = 0. (1)

Basta tomarmos todos os escalares ai iguais a zero. Se a única solução da Equação (1) for

ai = 0, para todo i = 1, 2, . . . , n, dizemos que A é um conjunto linearmente independente

(LI), ou que os vetores v1, v2, . . . , vn são LI. Caso contrário, se existirem soluções para (1).

tais que algum ai 6= 0, dizemos que o conjunto A é linearmente dependente (LD), ou

que os vetores v1, v2, . . . , vn são LD.

1 Propriedades

• O vetor nulo é LD, pois o produto de qualquer escalar por ele é igual a ele mesmo;

• Se v é um vetor não nulo de um espaço vetorial V , então o conjunto unitário {v} é LI,

pois av = 0, para a ∈ R se, e só se a = 0;

• Se um subconjunto de um espaço vetorial V contém o vetor nulo, então esse conjunto

é LD;
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• Se um subconjunto de um espaço vetorial V possui um vetor que é combinação linear

dos demais, o conjunto é LD;

• Se B é um subconjunto de um espaço vetorial V tal que A ⊂ B e A é um conjunto

LD, então B também é LD;

• Se {v1, v2, . . . , vn} ⊂ V é LI e {v1, v2, . . . , vn, w} ⊂ V é LD, então w é combinação

linear de v1, v2, . . . , vn.

2 Exemplos

Exemplo 1 Mostremos que o conjunto {(1, 0), (0, 1)} em R2 é linearmente independente.

De fato, a equação:

α1(1, 0) + α2(0, 1) = (0, 0)

só vale para α1 = α2 = 0. Assim, os vetores (1,0) e (0,1) são LI

Exemplo 2 Os elementos v1 = (1, 2) e v2 = (3, 6) do espaço vetorial R2 são linearmente

dependentes. Note que,

3v1 + (−1)v2 = 3(1, 2)− 1(3, 6) = (0, 0)

Exemplo 3 Sejam os vetores v1 = (1, 2) e v2 = (4, 3) de R2. Mostremos que v1 e v2 são

linearmente independentes.

Observe que a equação:

α1v1 + α2v2 ⇒ α1(1, 2) + α2(4, 3) = (0, 0)

é válida se, e somente se, α1 = α2 = 0. Assim, v1 e v2 são linearmente independentes.

Exemplo 4 Seja o subconjunto {2x, x2 + 1, x + 1, x2 − 1} de P2(R). Mostremos que é um

subconjunto linearmente dependente.

De fato, tomando a equação:

α1(2x) + α2(x
2 + 1) + α3(x+ 1) + α4(x

2 − 1) = 0 + 0x+ 0x2 ⇒

⇒ (2x)α1 + x2α2 + α2 + xα3 + α3 + x2α4 − α4 = 0 + 0x+ 0x2

Reorganizando, temos que:

(α2 + α3 − α4) + (2α1 + α3)x+ (α2 + α4)x
2 = 0 + 0x+ 0x2

Dois polinômios são iguais se os coeficientes correspondentes dos termos de mesmo grau

forem iguais, sendo assim temos:
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α2 + α3 − α4 = 0

2α1 + α3 = 0

α2 + α4 = 0

Note que, o sistema acima é um sistema linear homogêneo com apenas três equações e

quatro incógnitas, ou seja, pelo menos uma incógnita vai ser dependente. Assim o sistema

admite mais de uma solução além da solução trivial.

Dáı podemos afirmar que o conjunto é linearmente dependente.

Exemplo 5 Sejam as matrizes A =

[
1 1

0 0

]
, B =

[
2 1

0 0

]
, C =

[
0 0

0 2

]
e D =

[
0 1

1 0

]
per-

tencentes a M2(R). Mostremos que A,B,C e D são linearmente independentes.

Para mostramos que os vetores acima são de fato LI, tomaremos a seguinte equação:

α1A+ α2B + α3C + α4D = 0⇒

⇒ α1

[
1 1

0 0

]
+ α2

[
2 1

0 0

]
+ α3

[
0 0

0 2

]
+ α4

[
0 1

1 0

]
=

[
0 0

0 0

]
⇒

⇒

[
α1 α1

0 0

]
+

[
2α2 α2

0 0

]
+

[
0 0

0 2α3

]
+

[
0 α4

α4 0

]
=

[
0 0

0 0

]

Dáı obtemos o sistema:
α1 + 2α2 = 0

α1 + α2 + α4 = 0

α4 = 0

2α3 = 0⇒ α3 = 0

⇒

{
α1 + 2α2 = 0

α1 + α2 = 0

Subtraindo a segunda equação da primeira, temos que α2 = 0. Dáı, temos que α1 = α2 =

α3 = α4 = 0.

Exemplo 6 Mostremos que os polinômios 1, x, x2, x3 ∈ P3(R) são linearmente independen-

tes.

Tomemos a seguinte equação:

α1 + α2x+ α3x
2 + α4x

3 = 0 + 0x+ 0x2 + 0x3

Note que, a equação só vale se α1 = α2 = α3 = α4 = 0.
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Exemplo 7 Determine c para que o subconjunto {(3, 5c, 1), (2, 0, 4), (1, c, 3)} ∈ R3 seja li-

nearmente independente.

Para encontrarmos c onde conjunto seja linearmente independente, tomemos a equação:

α1(3, 5c, 1) + α2(2, 0, 4) + α3(1, c, 3) = (0, 0, 0)

Obtemos o seguinte sistema: 
3α1 + 2α2 + α3 = 0

5cα1 + cα3 = 0

α1 + 4α2 + 3α3 = 0

Para que o conjunto seja linearmente independente, temos que ter α1 = α2 = α3 = 0,

ou seja, o sistema linear homogêneo acima deve admitir somente a solução trivial (todos os

αi, i = 1, .., 3 iguais a zero). Mas para isso, basta que o determinante da matriz do sistema

seja diferente de 0. Isto é:∣∣∣∣∣∣∣
3 2 1

5c 0 c

1 4 3

∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0⇒ 2c+ 20c− 30c− 12c 6= 0⇒ −20c 6= 0⇒ c 6= 0

Assim, para c 6= 0 o conjunto {(3, 5c, 1), (2, 0, 4), (1, c, 3)} é LI e para c = 0 temos que o

conjunto é LD

Exemplo 8 O subconjunto {(1, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 2), (0, 0, 1, 0), (0, 2,−1, 4)} de R4 é linear-

mente dependente.

De fato, temos que:

0(1, 1, 0, 0) + 2(0, 1, 0, 2)− 1(0, 0, 1, 0) = (0, 2,−1, 4)

Observe que, um dos vetores é combinação linear dos demais, assim o subconjunto é

linearmente dependente.

3 Exerćıcios

(1) Mostre que o subconjunto {(1, 2, 1), (−1, 1, 2), (0, 3, 3)} de R3 é linearmente depen-

dente.

(2) Mostre que o subconjunto {(1, 2,−1), (2, 1, 3)} de R3 é linearmente independente.

(3) Mostre que o subconjunto {(4, 8,−4), (6, 12,−6)} de R3 é linearmente dependente.

(4) Escreva o vetor ~v = (1,−2, 5) como combinação linear dos vetores ~v1 = (1, 1, 1), ~v2 =

(1, 2, 3) e ~v3 = (2,−1, 1).
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(5) Determine o valor de c para que o subconjunto {(1,−2, c), (3, 1,−2), (2,−1,−5)} de

R3 seja linearmente independente.

Determine se os subconjuntos abaixo são linearmente dependentes ou independentes.

(6) W = {(4,−1, 2), (−4, 10, 2)}.

(7) W = {(−3, 0, 4), (5,−1, 2), (−1,−1, 10)}.

(8) W = {2− x2 + 4x3, 3 + 6x+ 2x2 − x3, 2 + 10x− 4x2}.

(9) W = {(3, 8, 7,−3), (1, 5, 3,−1), (2,−1, 2, 6), (1, 4, 0, 3)}.

(10) W = {6− x2, 1 + x+ 4x2}.
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