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Resumo

Nesse trabalho de conclusao de curso, apresentamos os cédigos corretores de erros sob
o ponto de vista algébrico. Os beneficios ao mesclar codigos e estruturas algébricas sao
essenciais para todos: melhores e mais sofisticados algoritmos de codificacao e decodificagao
de erros. Neste sentido, a pergunta que norteou a nossa investigagao foi: a que estrutura
algébrica corresponde um cédigo ciclico quando definido sobre uma algebra de grupo?
Partindo dessa pergunta, o objetivo do trabalho envolve enxergar cédigos sobre diferentes

estruturas algébricas, para assim, conseguir realiza-los sobre algebras de grupo.

Palavras-chave: Cédigos corretores de erros; Cédigos ciclicos; Algebra de grupo; Estru-

turas algébricas.
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Introducao

Os codigos corretores de erros estao em praticamente todo sistema de envio de
informacdes que conhecemos, como assistir um video no Youtube, mandar mensagem
pelo Whatsapp ou ao fazer uma ligacao por exemplo. Um cédigo corretor de erros nada
mais ¢ do que uma maneira organizada de transmitir uma mensagem, isto ¢, ele nos
permite ao receber uma informacao, que seja possivel detectar e corrigir erros, garantindo
seguranga ao usuario. Além disso, cddigos corretores de erros podem ser usados para

esconder informagoes e também ajudar a lidar com a invasao de hackers.

A teoria surgiu no final dos anos 40, quando o mateméatico americano C. E. Shanon,
do Laboratério Bell, se questionou sobre o porque as maquinas nao eram capazes de
encontrar a posicao de um determinado erro e corrigi-lo, uma vez que elas podiam detecté-

lo.

Vejamos um exemplo familiar de um codigo corretor de erros para que fique mais
claro. Vamos considerar um idioma. Seja A o alfabeto brasileiro. Vamos denotar por P
o conjunto das palavras da lingua portuguesa. Uma palavra da lingua portuguesa pode
ser considerada um elemento de A%, onde 46 ¢ a quantidade de letras da maior palavra
de P, a saber, pneumoultramicroscopicossilicovulcanoconiotico. Agora, note que P, é um
subconjunto préprio de A%, o que faz com que esse codigo seja detector e corretor de erros.
De fato, suponha que ao enviar a mensagem “saudade” ocorresse alguma interferéncia de
modo que a palavra recebida foi, na verdade, “sautade”. Como essa palavra nao pertence a
P, percebe-se imediatamente que houve erro, e corrigi-lo ¢ muito simples, ja que a palavra

em P que mais se aproxima de “sautade” é “saudade”.

Agora suponha que ao enviar a mensagem “gato” ocorra erro em que a mensagem
recebida seja “rato”. Diferente do exemplo anterior, a deteccao desse erro sera muito dificil,
ja que “rato” também pertence a P. Contudo, suponha que depois de certo esforgo foi
possivel detectar a existéncia de um erro. Um pensamento natural seria pensar em como
corrigi-lo, o que também nao seria tarefa facil, porque existem mais palavras em P que se
parecem com “gato”, como por exemplo as palavras “tato”, “nato” e “pato”. Isso acontece
porque um idioma nao é um cédigo muito eficiente, pois nele existem palavras muito

“proximas” uma das outras.

Quando falamos em cédigos, estamos lidando fundamentalmente com ferramentas
digitais, entdo, nesse processo de transmissao de informagoes, primeiro é preciso converter
essas informagoes em sinal digital, ou melhor, codifica-las, para s6 entao serem transmitidas.
Entretanto, assim como no cédigo do idioma, no momento da transmissao a mensagem

pode ser adulterada pela interferéncia de ruidos (ou erros), que se dao por causa do meio
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fisico utilizado (computadores, celulares, etc), os chamados canais. Assim, os canais sao
melhorados para reduzir a possibilidade de ruido, evitando que eventuais erros possam
surgir por causa do mal uso desses equipamentos ou até mesmo aleatoriamente. Para
resolver este problema, foram tracadas algumas estratégias, a mais comum é a técnica de
repeticao, onde a mesma mensagem ¢é transmitida varias vezes e depois todas as recepgoes
sao comparadas, pois elas podem ajudar na reconstrucio da mensagem original. E claro
que nao ¢ possivel garantir que a mensagem sera reconstruida corretamente todas as vezes,

essa questao deve ser encarada em termos probabilisticos.

Como essas repetigoes sao realizadas através de equipamentos fisicos, elas geram
custo, que pode ser entendido como o tempo gasto no processo, custo financeiro ou
mesmo na capacidade dos computadores. Na verdade, as repeti¢oes s6 multiplicam esse
custo, entao é preciso encontrar um balango entre custo e confiabilidade na transmissao,
sabendo que quanto maior for a quantidade de repeti¢oes, maior serd a confianca de que a
mensagem sera entregue corretamente, ao mesmo passo que quanto maior for a quantidade

de repeticoes, maior serd o custo.

Vejamos um exemplo mais elaborado de um cédigo para ilustrar os principios da
teoria. Suponha um helicéptero de controle remoto, onde suas tnicas dire¢oes possiveis de
vbo sao norte, sul, leste, oeste, sudeste, nordeste, sudoeste e noroeste. Tomando A = {0, 1},
os oito movimentos podem ser codificados em elementos de {0,1} x {0,1} x {0,1}, como

no diagrama abaixo.

Leste — 000 Nordeste — 110
Oeste — 001 Sudeste +— 101
Norte — 011 Noroeste — 010
Sul +— 100 Sudoeste — 111

O cédigo numérico a direita é chamado de cédigo da fonte. Imaginemos que ao
enviar a mensagem 011, aconteca uma interferéncia fazendo com que a mensagem recebida
seja 010, isso faria com que o helicoptero fosse para noroeste ao invés de ir para o norte.
Para evitar com que isso aconteca, o que se faz é recodificar as palavras, introduzindo uma

série de redundancias que permitam detectar e corrigir erros. Agora em {0, 1}°.

Leste +— 000000  Nordeste — 110010
Oeste — 001011 Sudeste ~— 101110
Norte — 011100 Noroeste — 010111
Sul ~— 100101 Sudoeste — 111001

O novo cédigo introduzido é chamado de c6digo de canal. Suponhamos que ao

se transmitir a mensagem 110010, tenha ocorrido um erro de modo que a palavra recebida
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foi 111010, é facil notar que essa ultima nao pertence ao cdédigo, portanto, a deteccao do
erro ¢ possivel. Comparando essa mensagem com as do codigo, vemos que a que “mais se

aproxima” de 111010 é 110010, que ¢é precisamente a mensagem inicialmente transmitida.

A teoria de c6digos tem como objetivo transformar o codigo da fonte em codigo
de canal, em detectar e corrigir erros e em decodificar o c6édigo de canal em cddigo da
fonte. Estes sao os chamados processos de codificagao e decodificacao, e é isso que esta

exemplificado no diagrama a seguir:

codificador codificador
da de
fonte canal
canal

decodificador decodificador

de da usuario

canal fonte

O estudo da teoria de co6digos tem como um de seus principais pilares encontrar
algoritmos de codificacao e decodificacao cada vez melhores, por isso a ideia de mesclar
codigos com estruturas algébricas é bastante promissora, uma vez que ao realizarmos
cddigos sobre estruturas algébricas ganhamos todas as ferramentas dessas estruturas na

busca por processos de codificacao e decodificagao mais eficientes.

Neste trabalho, discorremos sobre os chamados cédigos lineares, que sao cddigos
sobre espagos vetoriais. Nesse tipo de codigo, o nosso alfabeto é um corpo finito K, as
palavras do c6digo sao elementos de K" e um codigo C' é um subespago vetorial de K”.
Esses cédigos sao importantes porque eles possuem baixo custo do ponto de vista do
processamento de codificacao e decodificagao de mensagens, o que é de suma importancia
na teoria. Vale ressaltar que o processo de transmissao de informacgoes é realizado por
computadores, entao a existéncia de cédigos de processamento é essencial, e é por isso que
os codigos desse tipo sao os mais utilizados na pratica. Mas além disso, ha também uma
outra razao para explorar esse tipo de codigo, pois percebeu-se ao longo do desenvolvimento
da teoria, que ¢é possivel associar alguns cédigos lineares, os chamados codigos ciclicos, a
ideais de um anel, nos fornecendo melhores algoritmos para deteccao e correcao de erros
e ainda, que também ¢é possivel associa-los a ideais em anéis de grupo, uma estrutura
que une as estruturas de anel e grupo. Além disso, os c6digos ciclicos tem a vantagem de
permitirem que seus parametros (dimensao do cédigo, dimensao do espago, e distancia

minima) sejam rapidamente determinados.

Os parametros de um cédigo sao parte importante no processo de codificacao e
decodificacao. Um desses pardmetros trata de uma maneira de medir o quao préximas estao

as palavras de um cédigo. Dadas u,v € K" duas palavras, a distancia de Hamming
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entre u = (uy,...,u,) e v=(vy,...,v,) é definida como
dlu,v) = [{i:u; #v;, 1<i<n}.
Por exemplo, em {0, 1}3 temos que se u = (1,0,1) e v = (1,1,0), entdo d(u, v) = 2.

Note que o principio da boa ordenacao garante que esse conjunto tenha um elemento
minimo. Entao, se C' C K" é um c6digo linear, chamaremos de distancia minima de C

0 numero

d =min{d(u,v) :u,v € C e u# v}.

Por exemplo, se C é o cédigo do helicoptero, temos d = 3. Note que para calcular d é

necessario calcular (Z:) distancias, onde n é o nimero de palavras do codigo, o que pode

ser muito trabalhoso. Uma grande importancia da distancia minima de um cédigo é no

que diz respeito a capacidade de detecgao e correcao de erros do cédigo, ja que se C' é um
d—1

codigo linear com distancia minima d, entao C' pode corrigir até [T} erros e detectar até

d — 1 erros, onde [t] é a parte inteira de um ntimero real t.

Procuramos apresentar neste texto uma breve introducao a teoria dos codigos,
para em especial enfatizar a utilizagao de diferentes estruturas algébricas a fim de obter
melhores algoritmos de codificacao e decodificagao. Iremos nos dedicar a apresentar mais
detalhes sobre os c6digos ciclicos, importante subclasse dos codigos lineares. Para atingir

nosso objetivo dividimos o trabalho em quatro capitulos.

No Capitulo 1, apresentamos os preliminares algébricos necessarios para compreen-
sao do restante do texto. Em especial, trazemos as defini¢oes e resultados basicos da teoria
de grupos e de anéis e corpos. Optamos por omitir neste capitulo os conceitos basicos de
algebra linear. Apesar de serem essenciais, entendemos que a insercao de tépicos de algebra
linear no texto tornaria nosso trabalho extenso e talvez cansativo para o leitor. Para
uma revisao dos topicos de algebra linear mais importantes para leitura deste trabalho,
sugerimos uma consulta aos capitulos 3, 5 e 6 de (HEFEZ; FERNANDEZ, 2016).

No Capitulo 2, trazemos a teoria basica de codigos. Ja direcionamos este capitulo
para os codigos lineares que sao nosso objeto de estudo. Utilizamos esse capitulo para dar
as primeiras definicoes matematicas dentro da teoria e ja explorar as primeiras estruturas
algébricas que aparecerao: espacos vetoriais e anéis. A teoria de anéis surge na tultima
se¢ao do Capitulo 2, ao falarmos dos cédigos ciclicos. E as discussoes que ali aparecerao,

serdo revisitas no capitulo final do trabalho.

No Capitulo 3, iremos introduzir uma outra estrutura algébrica. Uma estrutura
hibrida entre a teoria de grupos e a teoria de anéis chamada anéis de grupo. Nosso principal
objetivo nesse trabalho é realizar cédigos ciclicos sobre essa nova estrutura. Portanto,
mesmo que omitindo alguns resultados e demonstragoes importantes sobre anéis de grupo,
procuramos fazer um capitulo objetivo, mas ao mesmo tempo completo o suficiente, para

total compreensao da parte final do trabalho.
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Por fim, no Capitulo 4, basicamente o que fazemos é juntar toda a informacao
obtida no Capitulo 2 sobre os codigos ciclicos, utilizando as estruturas de espaco vetorial e
anel, com a teoria de anéis de grupo desenvolvida no Capitulo 3, para enxergar os mesmos

codigos sobre essa nova estrutura.

Entre outras coisas, nossa proposta procura evidenciar a importancia do estudo de
codigos sobre estruturas algébricas observando as vantagens dessa utilizagdo e mostrando
como a matematica pura esta intrinsicamente ligada a assuntos cotidianos. Além disso,
também acreditamos que este texto possa servir de base para quem deseja comecar os
estudos em teoria de cédigos sobre o ponto de vista algébrico, ja que tentamos apresen-
tar os conceitos de maneira bem clara, indicando referéncias que complementam nossa
apresentacao dos conceitos envolvidos. O 1tinico pré-requisito necessario para um melhor

aproveitamento do trabalho é um curso introdutoério de algebra linear.
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1 Preliminares algébricos

Neste capitulo traremos alguns resultados importantes sobre as estruturas algébricas
basicas que serao utilizadas no decorrer do trabalho. Para mais detalhes sobre a teoria
bésica de grupos e anéis, sugerimos (GONCALVES, 2017) e para um estudo da teoria
de anéis mais direcionado ao que se ¢ utilizado na teoria de cédigos ciclicos, indicamos
(HEFEZ; VILLELA, 2008). No decorrer do trabalho indicaremos por N = {1,2,3,...} o

conjunto dos nimeros naturais e Ng = NU {0}.

1.1 Grupos
Seja G' um conjunto nao vazio munido de uma operac¢ao que denotaremos por x:
x:GxG—G
(a,b) — axb

Chamaremos o par (G, x) de grupo se para quaisquer a,b,c € G forem satisfeitas as

seguintes propriedades:

(G1) (a*xb)*xc=ax(bx*c);
(G2) Existe um elemento e € G, chamado identidade de G, tal que axe =exa = q;

(G3) Existe um elemento chamado simétrico ou inverso de a e denotado por a™! € G,

tal que a xa~! = e.

Definigdo 1.1. Seja (G, *) um grupo. Dizemos que G é um grupo abeliano se: (G4) para

quaisquer a,b € G,a*xb="b*a.

Exemplo 1.1. (a) Dadon € N;n > 2, o conjunto das classes dos inteiros médulo n
dado por Z,, = {0,1,2,3,...,n — 1} é um grupo finito com a adigdo usual contendo

n elementos.
(b) Seja
Sn=A{f:{1,2,...,n}—{1,2,...,n} : f é bijetiva}.

O par (S,,0), onde o denota a composigao de fungbes, é um grupo, chamado grupo

das permutagées de {1,2,...,n}. O nimero de elementos de S,, é n!.
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A partir de agora, a menos que mencionemos o contrario, G denotara um grupo
(G, %) e ao operarmos dois elementos a e b em G poderemos substituir a * b simplesmente

pela justaposicao dos elementos, ab.
Seja G um grupo e a € G. Se n € Z, definimos a™ por:

e sen=20

n

a" = 1

““xa sen>0

an
(™)™, sen<0
Se m,n € Z temos que a™ x a™ = a™*" e (™)™ = a™". Definimos

(a) ={a™:meZ} CqG.

m

Como a° = ¢, (a™)™ = a™™ e a™ x a™ = a™"", segue que (a) ¢ um grupo abeliano. O

grupo (a) é chamado grupo ciclico gerado por a € G. Um grupo G é dito ciclico se
existe a € G tal que G = (a), neste caso, a é dito um gerador de G. E f4cil ver que todo

grupo ciclico é abeliano.

Exemplo 1.2. (a) (Z,,+), com p primo é um grupo ciclico sendo que todos os seus

elementos nao nulos geram o grupo.

Definicao 1.2. Sejam G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. Dizemos que H

¢ um subgrupo de G se H for ele proprio um grupo com a mesma operacao de G.

Exemplo 1.3. (i) Dado n € Z, o conjunto H = nZ = {nz : z € Z} é um subgrupo do

grupo aditivo dos inteiros.
(ii) Seja G’ um grupo e a € G, entdo H = (a) ¢ um subgrupo de G.

(ili) Seja G um grupo e a € G, entdao Cg(a) = {b € G : ba = ab} é um subgrupo de G

chamado centralizador de a em G.

(iv) Seja G um grupo. Chamamos de centro de G o seguinte conjunto
Z(G)={a € G:ab=ba,Vbe G}.

O centro Z(G) de G é um subgrupo abeliano de G.

1.2 Anéis e corpos

Seja R um conjunto nao vazio munido de duas operagoes que chamaremos de adi¢ao

e multiplicacdo e denotaremos, respectivamente, por + e -:
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+:RxR—R e -:RxR—R
(a,b) —a+b (a,b) —a-b

Chamaremos o sistema (R, +,-) de anel se para quaisquer a,b, ¢ € R forem satisfei-

tas as seguintes propriedades:

(R1) (a+b)+c=a+ (b+c);

(R2) a+b=b+a;

(R3) Existe um elemento neutro 0 € R, chamado de zero, tal que a+0 =0+ a = q;
(R4) Existe —a € R tal que a + (—a) = 0;

(R5) (a-b)-c=a-(b-c);

(R6) a-(b+c)=a-b+a-ce(b+c)-a=b-a+c-a.

Definig¢ao 1.3. Seja (R, +,-) um anel.

e R é dito um anel com unidade se:
(R7) existe um elemento 1 € R, chamado unidade, tal que 0 #lea-1=a=1-aq,
para todo a € R,
e R ¢é dito um anel comutativo se:
(R8) para quaisquer a,b € R,a-b="b-a;
e R é dito um anel sem divisores de zero se:
(R9) para quaisquer a,b € R vale a implicagdo a-b=0 = a=0ou b= 0;

e R é dito um dominio de integridade ou anel de integridade se R for um anel

comutativo, com unidade e sem divisores de zero;

e R é dito um corpo se R for um anel comutativo com unidade e ainda for satisfeita

a seguinte propriedade:

(R10) para todo a € R,a # 0, existe x € R tal que a - x = 1. Neste caso, chamamos

x de inverso de a e o denotamos por a~!.

Exemplo 1.4. (a) Dado n € N, considere o conjunto nZ = {n-z:z € Z}.

e nZ é um anel comutativo para todo n > 1;
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e nZ é um anel sem divisores de zero para todo n > 1;

e nZ nao possui unidade para todo n > 2.
(b) Dado n € N,;n > 2, considere o conjunto Z,.

e 7, é anel comutativo com unidade;

e sen é primo, entao Z, é um corpo.

Sejam (R,+,-) um anel e B C R. Se (B, +,-) for um anel, dizemos que B é um

subanel de R, isto é, se B for um subconjunto de R que herda a estrutura de anel de R.

Definicao 1.4. Seja R um anel com unidade 1 € R. Dizemos que um elemento e € R, e # (

¢ um idempotente de R se e = e.

Dado e € R um idempotente de R, os conjuntos Ry = R-e={a-e:a € R} e
Ry=R-(1—e)={a—a-e:a€ R} sao subanéis de R tais que R; N Ry = {0} e além
disso, para todo a € R, existem Unicos elementos a; € R; e as € Ry tais que a = aq + as,
neste caso, escrevemos R = Ry ® Ry e dizemos que R é soma direta dos subanéis R; e

Rs.

Definicao 1.5. Um subanel I C R é um ideal a esquerda de R se a -z € I, para todo
a € R e para todo x € I (simbolicamente R - I C I). Dizemos ainda que I ¢ um ideal a
direita de R se x - a € I, para todo a € R e para todo x € I (simbolicamente [ - R C I).
Se I é um ideal a esquerda e a direita simultaneamente, dizemos que I é um ideal de R,
isto é,

R-ICclel-RCI.

Enunciarmos a seguir uma proposicao que nos permite verificar quando um subanel

I é um ideal(d esquerda) de um anel R. O resultado é andlogo para ideais a direita.

Proposigao 1.1. Seja (R, +, -) um anel com unidade. Entio I C R é um ideal (d esquerda)

de R se, e somente se, as sequintes condig¢oes sao verificadas:

(i) x +y € I, para todos z,y € I.

(i) a-x € I, para todo x € I e para todo a € R.

Se R é um anel, os conjuntos {0} e R sdo ideais de R e sdo chamados ideais
triviais de R. Os ideais nao triviais de R sdo chamados ideais préprios de R. Um anel

¢ chamado de anel simples se seus tnicos ideais sao os triviais.

Seja R um anel. Um ideal I C R é dito ideal principal a esquerda (a direita)

se existe a € R tal que I = Ra (I = aR). Se I = aR = Ra, I é dito simplesmente ideal
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principal. Um dominio de integridade no qual todo ideal é principal é chamado dominio

principal ou anel principal.

Por exemplo, nZ é um dominio principal. De fato, seja I um ideal de Z. Se I = {0},
entao I é gerado por 0 € Z. Suponha que I # {0}. Dai, considere n o menor elemento

positivo de I. Seja a € I. Pelo algoritmo da divisao,
a=qn+r = r=a—qn, onde 0 < r < nr.

Como r € I,r < n e n é o menor inteiro positivo de I, segue que r = 0. Isto é, a = ¢n.

Desta forma, todo elemento de I é um multiplo de n e, portanto, I = nZ.

Definicao 1.6. Sejam R um anel e I C R um ideal de R. Dizemos que I é um ideal
maximal em R se I # R e os Unicos ideais de R contendo [ sdo I e R, isto é,se J C R
éideal e I C J entao J = I ou J = R. Por outro lado, I serd um ideal minimal em R
se I # 0 e os Unicos ideais de R contidos em [ sao os triviais, isto é, se J C R é ideal e
J C I entao J = {0} ou J = 1.

Teorema 1.1 (Teorema 3.3, (GONCALVES, 2017)). Seja (K, +,-) um anel comutativo
com unidade 1 € K. Entao as sequintes condicoes sao equivalentes:

(i) K é um corpo;

(i) {0} € um ideal maximal em K;

(7ii) os unicos ideais de K sao os triviais.

Sejam R um anel qualquer e J um ideal de R. Defina a seguinte relacao em R

r,yeERx=y (modJ)<=x—ye€J

A relagdo © =y (mod J) é lida da seguinte maneira “x é congruente a y médulo
J”. Verifica-se que a relacao definida é uma relacao de equivaléncia em R, isto é, reflexiva,

simétrica e transitiva. Se x € R, entao
T={yeR:y=x (mod J)}
¢ a classe de equivaléncia do elemento x € R relativamente a relagio = (mod J). Note
que, se y € T entao
y—x € J<y—x=7, paraalgum j € J <= y = x + j, para algum j € J.
Por isso, também denotamos a classe de z porT =2+ J ={z+z2:2 € J}.

O conjunto quociente

R
jz{fzx—I—szeR}
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dado por essa relagao de equivaléncia, munido das operacoes de adicao e multiplicacao

definidas por

¢ um anel chamado anel quociente de R por J. Além disso, se 1 é a unidade de R entéo

1 é a unidade de 7 e se R é comutativo entdo 7 é comutativo.

Teorema 1.2 (Teorema 3.7, (GONCALVES, 2017)). Sejam R um anel comutativo com
unidade 1 € R e J um ideal de R. Entao

, . ) R
J € um ideal mazrimal em R <= 7 € um corpo.

Observe que esse teorema nos d4 uma forma de construir corpos a partir de um

anel R comutativo com unidade, basta procurarmos seus ideais maximais.

Exemplo 1.5. O anel quociente dos inteiros médulo n é

/A
Z,=-—=1{0,1,....n—1}.
=1 n—1}

7

Se p é primo, entao pZ ¢ um ideal maximal em Z, logo Z, = o7 é um corpo.

Sejam R e S dois anéis. Uma aplicacao f : R — S é um homomorfismo de R em

S se satisfaz

(i) f(z+y) = f(x) + f(y), para todos z,y € R;

(ii) f(z-y) = f(z)- f(y), para todos z,y € R.

Se f: R — S é um homomorfismo bijetor dizemos que f é um isomorfismo. Neste

caso, dizemos que R e S sao isomorfos e denotamos por R ~ S.

Sejam R e S anéis e f : R — S um homomorfismo entre esses anéis. Chamamos de

nicleo de f o conjunto definido por
ker(f)={a€ R: f(a) =0} C R.
E chamamos de imagem de f o conjunto definido por
Im(f)={f(a):a€ R} CS.

Pode-se mostrar que se f : R — S é um homomorfismo de anéis, entao Im(f) é um

subanel de S, ker(f) ¢ um ideal de R e que f ¢é injetivo se, e somente se, ker(f) = {0}.

Teorema 1.3. (Teorema do homomorfismo de anéis) Seja f : R — S um homo-

morfismo de anéis. Entdo os anéis e Im(f) sao isomorfos.

R
ker(f)
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1.2.1 O anel de polindbmios

Seja K um corpo qualquer. Um polinémio sobre K na indeterminada x é uma
expressao formal f(z) =ag+aiz+ -+ apx™+ -+, em que q; € K, para todo i € Ny e

existe n € Ny tal que a; = 0, para todo 57 > n.

Dois polindmios f(z) = ap+a1x+- - +auz™+- -+ e g(x) = bo+byx+- - -+bpak+- -

sao iguais se, e somente se, a; = b;, para todo ¢ € Nj.

Se f(xr) =040z +--- 4 02" + - - indicaremos f(z) por 0 e o chamaremos de

polinémio identicamente nulo sobre K.

Se a € K indicaremos por a ao polinémio f(z) = ag+ a1z + -+ + apx™ + - -+ onde

ay = a e a; = 0, para todo 7 > 1.
Chamamos o polinémio f(z) = a,a € K de polinémio constante a.
Se f(z) =ap+ @z + -+ apx™ +--- étal que a, # 0 e a; = 0 para todo j > n
dizemos que n é o grau do polinémio f(z) e, neste caso indicamos
f(x) = ap+ arz+ -+ apa",
e o grau de f(z) por gr(f(xz)) = n. Note que nao estd definido o grau do polinémio
identicamente nulo.

Vamos denotar por K[z] o conjunto de todos os polindémios sobre K, na indetermi-
nada z. Desta forma, o grau pode ser interpretado como uma funcao gr do conjunto de

todos os polindmios nao nulos no conjunto Ny. Assim,

gr : K[z] \ {0} — Ny
f(x) = gr(f(z))

Com as operagoes usuais de soma e multiplicagao de polinémios, K[z] é um dominio
de integridade, onde o polinémio 0 é o elemento neutro e o polinémio constante 1 é a

unidade.

Teorema 1.4 (Algoritmo da Divisao). Sejam f(z),g(z) € K[z| e g(z) # 0. Existem

unicos q(x),r(x) € K[z] tais que

onde r(x) =0 ou gr(r(z)) < gr(g(zx)).

Se f(x) =ap+ ayx + -+ + a,z™ é um polinémio nao nulo em Kz] e a € K ¢é tal
que f(a) =0 € K, diremos que o é uma raiz de f(x) em K. A seguir enunciaremos uma

proposicao que limita a quantidade de raizes em um corpo K.
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Proposicao 1.2. Seja K um corpo e seja f(x) um polindmio nao nulo em K|z] de grau

n, entao f(x) tem no mdzximo n raizes em K.

Observe, por exemplo, que o polindmio z? 4+ 1 ndo possui raiz em R, porém ele
possui duas raizes em C, que é um corpo que contém o corpo dos niimeros reais. De

maneira geral, um corpo L é uma extensao de um corpo K se K C L.

Corolério 1.1. Seja f(x) um polindmio nio nulo em K[z], entao f(x) tem no mdximo n

raizes em qualquer extensao I de K.

Note que o polindmio x* — 2 nao possui raizes em Q, possui apenas uma raiz em R
e 3 raizes em C. Assim, ao estendermos o corpo podemos obter mais raizes de um dado
polinémio, porém esse nimero de raizes sera sempre limitado pelo grau desse polinémio.
Note também que estarmos lidando com corpos é fundamental em relagao ao resultado do

corolario anterior, para isso basta observar que o polinémio z? + = possui 4 raizes no anel

Seja K um corpo. Como sabemos, um ideal principal de K[z] é da forma
J =Klz]-p(z) = {f(z) : f(z),p(z) € K[z]}.

O préximo teorema é fundamental para entender qual a forma dos ideais em K[z],

algo que usaremos com frequéncia no decorrer do trabalho.

Teorema 1.5. Todo ideal de K[z] é principal.

Demonstracao: Seja J um ideal de K[z]. Se J = {0} entdo J é gerado por 0. Suponha
entdao que J # {0} e tome p(z) # 0 € J tal que gr(p(z)) seja o menor possivel. Note que
este polindmio existe pelo principio da boa ordenagao. Se p(x) = a constante e nao nulo,

1

entdo 1 = a~'-a € J e assim segue direto que J é gerado por 1 e ainda, J = K[z]. Suponha

agora que gr(p(z)) > 0. Como p(z) € J, claramente K[z] - p(x) C J. Agora vamos mostrar

que J C K[z] - p(z) e isso demonstra o teorema.
De fato, seja f(z) € J. Pelo algoritmo da divisdo, existem ¢(x),r(z) € K[z] tais
que
f(x) = q(x)p(x) + r(z)
onde ou r(z) =0 ou gr(r(z)) < gr(p(z)). Agora, como f(z),p(z) € J segue que
r(z) = f(x) — q(z)p(x) € J

e, como p(x) tem o menor grau possivel, é claro que r(x) = 0 e, portanto, temos

f(x) = q(x)p(z) € Klz]p(w).
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Se f(x) =ag+ a1z + -+ + a,x™ é um polindémio nao nulo de Kz| tal que a, =1,

dizemos que f(z) é monico.

Seja K um corpo e K[z| o anel de polinomios sobre K na indeterminada x. Agora
vamos definir os polinémios que dentro da analogia de K[z] e Z, fazem o papel dos niimeros

primos em Z. Esse polindmios sao chamados de polinémios irredutiveis sobre K.

Seja f(x) € Klz] tal que gr(f(z)) > 1. Tem-se que f(z) é irredutivel sobre K se
toda vez que f(z) = g(z)h(z), em que g(x), h(z) € K[z], g(z) = a constante ou h(xz) =b
constante. Se f(x) nao for irredutivel sobre K, dizemos que f(z) é redutivel sobre K.

Claramente temos que todo polinémio de grau 1 sobre um corpo K ¢é irredutivel
sobre K. Observe também que o polindmio f(z) = x? + 1 ¢ irredutivel sobre o corpo R

mas é redutivel sobre C. Assim, um polindémio f(x) € K pode ser irredutivel sobre K e

redutivel sobre uma extensao L de K.
Agora, vamos enunciar um resultado relacionando polindémios irredutiveis e ideais

maximais que serd bastante util no estudo da teoria de codigos ciclicos.

Teorema 1.6. Sejam K um corpo e p(z) € K[z]|, entao as sequintes condigoes sao

equivalentes:

(a) p(z) é irredutivel sobre K.

(b) J =K[z|p(x) é um ideal mazimal em Klz].

(c) K([]x] é um corpo, onde J = K[z|p(x).

Kiz]

Agora falaremos sobre o anel quociente de polindmios ——. Afim de economizar
notagdo, a partir de agora denotaremos um ideal K[z|p(z) por (p(x)). Seja p(z) nao nulo

e considere n = gr(p(x)). Note que,

= {r(z) : r(z) € K[z] com r(z) = 0 ou gr(r(x)) < n}.

K K
2] ¢ um anel e, ainda, se p(z) é irredutivel entao 2]
(p(x)) (p(x))

Vamos agora descrever os ideais de

Sabemos que é um corpo.

K _
Proposicao 1.3. Todo ideal de (p([j)]> ¢ da forma I = (f(x)), onde f(x) é um divisor de

p(x).
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Demonstragao: Seja I um ideal de . Considere o conjunto

(p(x))
J={g(z) € K[z] : g(z) € I}.

Primeiro, vamos provar que J é um ideal de K[z]. De fato, se gi(z), g2(x) € J, entdo

g1(x), g2(x) € I e, portanto,

g1(z) + ga(7) = g1(x) + g2(x) € I,

logo, ¢1(x) + ga(x) € J. Por outro lado, se g(z) € J e h(z) € K[z], temos que g(z) € I, e
portanto, g(z) - h(z) = g(z) - h(x) € I. Logo, g(x)h(z) € J.

Sendo J # {0}, pois p(z) € J, existe f(z) € K[z] — {0} tal que J = (f(x)) .

Como p(x) € J, segue que p(z) é multiplo de f(z), ou seja, f(z) é um divisor de

p(x). Note agora que, se I = {(g(x)) : g(z) € J} e, como J = (f(x)), temos que

Kz } _ Kla]
Py~ )

I= {h(m)f(a:) th(z) €

1.2.2 Corpos finitos

Define-se a caracteristica de um corpo finito K como sendo o inteiro positivo
car(K) = min{n e N:n-1=0}.
De maneira geral, se K é um corpo e existir um inteiro n positivo tal que, para todo r € K,

n-r=r+---4+r=_0,
—_———
n vezes
entdao o menor desses inteiros positivos serd chamado a caracteristica do corpo K.
Se nao existir nenhum inteiro positivo com a propriedade acima, diremos que K tem

caracteristica zero.

Se um corpo [ é um subcorpo de um corpo K (a definigdo de subcorpo é andloga &
de subanel), entao car(K) = car(F). Além disso, podemos também considerar K como um

espaco vetorial sobre F.

Proposigao 1.4. Seja F, um corpo finito, onde ¢ = p™ e p € primo. Entdo car(K) é um

numero primo.

Teorema 1.7. Seja K um corpo finito com car(K) = p. Entio K contém um subcorpo
isomorfo a Z, (que ainda denotaremos por Z,). Em particular, K tem p™ elementos para

algum nimero natural n.
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2 Codigos lineares

Neste capitulo iremos apresentar a classe de cédigos mais utilizada na pratica: os
cddigos lineares. Estes codigos possuem bons algoritmos do ponto de vista de codificacao
e decodificacao e muito disso se deve ao fato da estrutura algébrica envolvida nestes
codigos, que é a de espaco vetorial. Utilizaremos ferramentas de dlgebra linear basica para
desenvolver a teoria, evidenciando a importancia e os beneficios da utilizagao de teoria
algébrica no estudo dos codigos detectores e corretores de erros. Nosso objetivo é fazer
uma sintese do assunto que sera fundamental para compreensao do ultimo capitulo sobre
codigos sobre algebras de grupo. Para isso, também introduziremos neste capitulo, uma
importante subclasse dos codigos lineares, que sao os cddigos ciclicos. Para mais detalhes

sobre os topicos aqui apresentados, sugerimos ao leitor uma leitura dos capitulos iniciais
de (HEFEZ; VILLELA, 2008).

A partir de agora, o alfabeto do cédigo serd sempre um corpo finito K. Desta
forma, para cada n natural temos um K-espaco vetorial K™ de dimensao n. Seja C' C K".

Dizemos que C' é um cédigo linear se C' é um subespago vetorial de K".

Um cédigo linear possui 3 parametros principais n, k e d, que sdo a dimensao
do espaco vetorial, a dimensao do cédigo como subespago vetorial e a distancia minima,
respectivamente. Se C' tem dimensao k sobre K, dizemos que C' é um (n, k) - c6digo linear
e se C' tem distancia minima d, dizemos que C' é um (n, k, d) - cddigo linear. Para a teoria
de c6digos, sao interessantes os cédigos em que k e d sao relativamente grandes em relagao

n.
Definicao 2.1. Dado c € K", dizemos que o peso de ¢ é o nimero inteiro
w(c) = [{i: ¢ # 0}

Em outras palavras, temos que w(c) = d(c,0) , onde d é a distdncia de Hamming. Além

disso, o peso de um cédigo linear C' ¢ o inteiro

w(C) = min{w(c) : ce C \ {0}}.

Note que esse conjunto possui menor elmento, pois é um conjunto finito, ja que K

é um corpo finito.

Exemplo 2.1. No cddigo do helicoptero da introdugao do trabalho, as palavras (1, 1,0, 0, 1, 0)
e (1,1,1,0,0,1) tem respectivamente pesos 3 e 4 e é facil verificar que os pesos das outras

palavras nao nulas do codigo é 3. Sendo assim, o peso do cdédigo é 3.
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Em um c6digo linear C' com distdncia minima d, temos que d(u,v) = w(u — v),
para quaisquer u,v € K" e, ainda, d = w(C). Isso mostra que a distdncia minima de
um codigo linear é igual ao peso do cédigo. Assim, é preciso efetuar m — 1 calculos de

distancias em um cédigo com m palavras para calcular sua distancia minima.

2.1 Equivaléncia de cédigos

Quando se fala em uma classe de objetos matematicos como os codigos, é natural
se pensar sobre equivaléncia entre eles, isto ¢, objetos que possuem mesmos parametros.
A nocao de equivaléncia de cédigos lineares é baseada no conceito de isometria linear

definida a seguir.

Definigao 2.2. Seja K um alfabeto e n natural, dizemos que uma aplicacao linear

T : K" — K" é uma isometria de K" se
d(T(u), T(v)) =d(u,v),Vu,v € K",
onde d é a distancia de Hamming.
Proposicao 2.1. (i) Toda isometria de K™ é uma bijecao de K".
(i) A fungio identidade de K" é uma isometria.
(iii) Se T € uma isometria de K", entdo T~ é uma isometria de K".
(iv) Se T e U sdo isometrias de K", entao T o U é uma isometria de K.

Definicdo 2.3. Sejam C,C" c6digos lineares em K”. Dizemos que C’ é linearmente

equivalente a C se existir uma isometria 7" de K" tal que T'(C) = C".

Segue da Proposicao 2.1 que a equivaléncia linear de cédigos é uma relagao de
equivaléncia. Ou seja, é reflexiva, simétrica e transitiva. Codigos equivalentes tem os

mesmos parametros (dimensao do espago, dimensao do cédigo e distancia minima).

Veremos abaixo exemplos de duas familias importantes de isometrias.

Exemplo 2.2. Se f: K — K é uma bijecao linear, e ¢ ¢ um nimero tal que 1 < i < n,

entao a aplicagao
T} K" — K"
(C1y.eyen) = (c1yooy f(C), v ycn)

é uma isometria.
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Exemplo 2.3. Se 7 é uma bijegao do conjunto {1,...,n} nele prério, também chamada

permutagao de {1,...,n}, entdo a aplicagdo permutagao de coordenadas
T . K' — K"
(Cl, Ce ,Cn) (s (Cw(l); Ce ,Cﬁ(n))

é uma isometria.

O teorema a seguir nos da uma caracterizagao das isometrias de K" e, portanto,

nos da uma maneira de obter codigos equivalentes.

Teorema 2.1. Seja T : K" — K" uma isometria. Entao existem uma permutagdo 7 de

{1,...,n} e bijecoes lineares f; de K, i =1,... n tais que
_ 1 n
T—T,ronlo---onn.

Corolario 2.1. Sejam C e C' cddigos lineares em K". Entao C' e C" sao linearmente
equivalentes se, e somente se, existem uma permutacio m de {1,...,n} e bijecoes lineares
fi,.., fn de K tais que

C/ - {(fﬂ(l)(cﬂ'(l))7 s 7f7r(n)<c7r(n))) : (Cla s 7CTL) S C}

Observe que se f: K — K ¢ linear, existe ¢ € K tal que

f(z) = cx, para todo z € K.

Com isso, C' é linearmente equivalente a C’ em K" se, e somente se,

C' ={(c1(xr())s - eal@rm)) * (T4, 2n) € C,c; € K}

Isso equivale a dizer que dois codigos lineares sao linearmente equivalentes se, e
somente se, cada um deles pode ser obtido do outro mediante uma sequéncia de operagoes

do tipo:

o Multiplicacdo dos elementos numa dada posicao fixa por um escalar ndo nulo em

todas as palavras.

o Permutacgado das posi¢oes de todas as palavras do codigo, mediante uma permutacao
fixa de {1,...,n}.
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2.2 Matriz Geradora de um cédigo

O objetivo dessa secao é mostrar as vantagens que obtemos ao mesclar cédigos

corretores de erros com estruturas algébricas, em particular a estrutura dos espacos

vetoriais.
Seja B = {vy,...,vx} uma base de um cédigo linear C' e considere a matriz G a
seguir.
Vi Vi1 V12 ... VUin
G g pum
Vi Ukl Vg2 .- Ukn

G é chamada de matriz geradora de C associada a base B, e sua importancia sera

evidenciada a seguir.

Considere a transformacao linear definida por
T:Kf — K"
c — cG.
Se c = (ci,...,cx), temos que
T(c)=cG =c1vy+ -+ Vi

Logo T(K*) = C. Daf, podemos considerar K¥ como o cé6digo da fonte, C' o cédigo do

canal e T' uma codificacgao.

Lembramos que GG nao é univocamente determinada, pois depende da escolha da
base. Observe ainda, que uma base de um espaco vetorial pode ser obtida de uma outra
qualquer através de sequéncias de operagoes do tipo:

o Permutacgao de dois elementos da base;
o Multiplicagdo de um elemento da base por um escalar nao nulo;
o Substituicdo de um elemento da base por ele mesmo somado a um miltiplo escalar

de outro elemento da base.

Segue, entao que duas matrizes geradoras de um mesmo cédigo podem ser obtidas

uma da outra por sequéncias de operagoes do tipo:

e (L1) Permutacao de duas linhas;
« (L2) Multiplicagdo de uma linha por um escalar nao nulo;

« (L3) Adicao de um miltiplo escalar de uma linha a outra.
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Com isso, dada uma matriz G' qualquer cujas linhas sdo linearmente independentes,
podemos construir um codigo linear C' como imagem de uma transformagao representada

por essa matriz G.

Veja agora um exemplo da utilizacao de uma matriz geradora.

Exemplo 2.4. Seja o corpo finito com 2 elmentos Fy o alfabeto de um cédigo linear C', e

considere a seguinte transformacao linear

T:F — T

¢ — c@G.

Seja B = {(1,0,1,0,1),(1,1,0,1,0),(1,1,1,1,1)} C F5 uma base de C. Desta forma,

G —

—_ = =
— = O
=
— = O
=

¢ uma matriz geradora de um codigo C' em F3. Fazendo T'((1,1,0)), obtemos (0,1,1,1,1)

como codificagao.

Agora, suponha que se queira decodificar a palavra (1,0,0,0,0) do cédigo de canal,
isto é, encontrar a palavra do cédigo da fonte a qual ela corresponde por meio de 7. Basta

resolver o sistema linear

(Cl, 02763>G = (17070a 070)7

ou seja,
ci+co+ceg3=1
co+c3=0
cp+c3=0
co+c3=0
c1+c3=0

cuja solucao é c; = l,co=1ec3=1.

Para utilizar a matriz G na codificacao e decodificagdo de palavras do codigo, sera
preciso resolver um sistema de equagoes que, em geral, dada uma matriz G mais complexa
que essa do exemplo, pode dar muito trabalho, é nesse sentido que damos a préxima

definicao.

Definicao 2.4. Seja G uma matriz geradora de um céddigo linear C'. Dizemos que G esta

na forma padrao se
G = (Idy | A),

onde Idj é a matriz identidade k£ x k e A uma matriz k x (n — k).
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Dado um cédigo linear ', nem sempre conseguimos encontrar uma matriz geradora
de C' na forma padrao. Contudo, se G é uma matriz geradora de C', podemos permutar
colunas de G, obtendo uma matriz G’ que é a matriz geradora na forma padrao de um

cédigo C' equivalente a C.

Teorema 2.2. Dado um cédigo linear C, existe um codigo C' equivalente a C que possui

matriz geradora na forma padrao.

2.3 Coddigos Duais

Definiremos nesta se¢ao o codigo dual de um codigo linear C. Esses codigos sao
fundamentais no que diz respeito a verificacao se determinada palavra em K" pertence ou

nao ao cédigo C.

Dados u = (uy,...,u,) e v=(vy,...,v,) € K" define-se o produto interno de u e
vV por

UV =1uVy + -+ UpUy.
Além disso, o produto interno satisfaz as propriedades de simetria
u-v=v-u
e bilinearidade
(u+Aw)-v=u-v+A(w-u)
para todo A € K.
Seja C' C K™ um cbédigo linear. Define-se o conjunto ortogonal a C' em K" por
Ct={veK':u-v=0YueC}
O conjunto C* ¢ um subespaco vetorial de K" e, portanto, também ¢ um cédigo linear
que chamaremos de cédigo dual de C.

Sejam C' um (n, k)-c6édigo com matriz geradora G e v € C+. Entdo v - ¢ = 0, para
todo ¢ € C. Logo v é ortogonal a todos os elementos de uma base de C', o que equivale a
dizer que Gv! = 0, j4 que a matriz G é formada pelos vetores de uma base de C. Assim

podemos definir o cédigo dual C*+ da seguinte forma,
Cl:{veK”:th:O}.
Os resultados a seguir, que encerram essa se¢ao, sao obtidos através de aplicacoes
de conceitos basicos de algebra linear.

Proposicao 2.2. Seja C' C K" um cddigo de dimensao k com matriz geradora G =

(Idy, | A) na forma padrao. Entdo
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(i) dim C+ =n — k;
(ii) H = (—A'1d,_) é uma matriz geradora de C;
(iii) (CH)*+ =C.

Proposicao 2.3. Sejam C' e D dois codigos lineares em K". Se C' e D sao linearmente

equivalentes, entdo C+ e D+ também sdo linearmente equivalentes.

Lema 2.1. Seja C' C K" um codigo linear de dimensdo k com matriz geradora G. Uma
matriz H de ordem (n — k) x n com coeficiente em K e linhas linearmente independente,

é uma matriz geradora de C se, e somente se,

G-H'=0.

Ou seja, todos os vetores do subespaco gerado pelas linhas de H estdo em C*. Por
outro lado, esse subespaco tem a mesma dimensdo de C+. Assim, G - H! = 0 se, e somente

se, O+ é gerado pelas linhas de H.

A proposicao a seguir nos mostra como identificar se um elemento de K™ pertence

ou nao a um codigo C' C K".

Proposicio 2.4. Sejam C C K" um cédigo linear tal que C* tem matriz geradora H e
v € K". Entao
veClC < Hv =0.

A proposicao acima nos permite caracterizar os elementos de um cédigo C' por
uma condicdo de anulamento. A matriz geradora H de C* ¢ chamda de matriz teste de
paridade de C.

Com isso, os elementos de C' ficam determinados por uma condi¢ao de anulamento,
tendo um custo computacional baixo, pois basta determinar se Hv' é o vetor nulo de K"

para que v pertenca a C.

2.4 Codigos ciclicos

Esta secao sera dedicada ao objeto central deste trabalho, os cédigos ciclicos, que
sao codigos lineares com algumas propriedades adicionais. Os codigos ciclicos possuem uma
rica estrutura, podendo ser gerados nao s6 a partir de matrizes geradoras, mas também
por polinémios geradores, o que reduz significativamente os custos para implementar o

c6digo computacionalmente.
Considere a aplicagao
c: K" — K"

(CoyClyeveyCnogyCn1) — (Cno1,€0,C1 . Cps).
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Chamaremos o de troca ciclica. Um cddigo linear C' C K" é um codigo ciclico se o(c) €

C' para todo ¢ € C, isto é, se ¢ = (co,¢1,...,Cq—1) € C, entdo ¢ = (¢p_1,Coy---,Cn2) € C.

Exemplo 2.5. O cédigo C' = {(0,0,0,0),(1,0,1,0),(0,1,0,1),(1,1,1,1)} é ciclico. Note
que C' é um subespago vetorial de Fj e tem os seguintes pardmetros: comprimento 4,

dimensao 2 e distancia minima 2.

Para trabalhar com cédigos ciclicos, o que faremos é dar a eles uma estrutura de
anel, além da estrutura de espaco vetorial de K", pois a partir disso poderemos fazer uso
das propriedades dessa estrutura algébrica, o que sera de grande ajuda, como veremos

mais adiante.

Seja (2" — 1) o ideal de K[z] gerado por ™ — 1 e defina R,, como o anel quociente

dado por
Kz]

-y

Assim, se f(z) € R, entao

f(x) ={f (@) + g(x) (=" = 1) : g(x) € Klz]}

e as operagoes de adi¢do e multiplicacao sao definidas respectivamente da seguinte maneira:

f(@) +g(x) = fz) + g(z)

para quaisquer f(z),g(x) € R,.

Temos também que R,, munido da multiplicacao por escalar A € K, dada por

M(x) = Af(x), ¥V f(z) € R,

é um K-espaco vetorial de dimensao n com base B = {1,?, e ,x”—l} e, entao, R, é

isomorfo a K™ e usaremos aqui o seguinte isomorfismo linear:

v:K* — R,

(co,C1y v yCn1) +— Co+Crx+ -+ cpgan L.

Até aqui, vimos que R, possui as estruturas de anel e espaco vetorial e que é isomorfo
a K", o que significa que todo codigo linear C' C K" pode ser visto em R, através do
isomorfismo v, o que nos permite usar ferramentas de anéis na busca de melhores algoritmos

de codificagao e decodificagao.
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2.4.1 Matrizes geradoras e teste de paridade de um cédigo ciclico

Nesta secao, nosso objetivo é encontrar matrizes geradoras e matrizes teste de
paridade para c6digos ciclicos, mas primeiro vamos caracterizar estes codigos em R,,. Note

que a troca ciclica em R, é dada, através de v, pela multiplicagao de f(x) por Z. De fato,

dado f(z) =co+crx+ -+ 22" 2 4+ ¢, 12" € R, temos que

fx)-z = f(x)-x

= (cotar+ -+ cp 0" 2t cpan )z

= cor+cx?+ -+ o™+ cpga®

= ¢p1+coxr+cx?+ -+ gL

O lema e o teorema a seguir nos dao uma caracterizacao precisa dos codigos ciclicos

em R,.

Lema 2.2. Seja V' um subespago vetorial de R,,. Entao, V é um ideal de R,, se, e somente

se, V € fechado pela multiplicagao por T.

Demonstracao: Se V' é um ideal de R, é direto da definigao de ideais que T - f(z) € V,

para todo f(x) € V. Por outro lado, se V' é fechado pela multiplicagdo por T, basta mostrar

que g(z) - f(z) € V para quaisquer g(x) € R, f(z) € V.

De fato, como V' é um subespago vetorial de R,, temos que af(x) € V, para

quaisquer a € K e f(z) € V. Como por hipdtese,

f(x)ev>

5]

ef(x) =

entao

2?2f(x) =7 -xf(x) e V.

Obtemos, por induc¢do, que para todo m € N temos que

amf(x)=am - f(x) e V.

Dai, escrevendo

g(x) = ap+ax + -+ a,_ 2",

temos

g(x) - fx) = aof(@) + T f(2) + -+ apz™ - f(z) €V,

pois V' é um subespaco vetorial e cada parcela da ultima expressao pertence a V. ]
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Teorema 2.3. Um subespago C' de K" é um cédigo ciclico se, e somente se, v(C) é um
ideal de R,,.

Demonstragao: Seja C' um subespago vetorial de K. Suponha que v(C') é um ideal de R,,.
Daf, pelo Lema 2.2, v(C') é fechado pela multiplicacdo por T e, portanto, v~ (v(C)) = C

¢ um cédigo ciclico.

Por outro lado, se C' é um cédigo ciclico, entao vale a troca ciclica para v(C') em

R,, isto é, T - f(z) € v(C) para todo f(z) € v(C). Logo, novamente pelo Lema 2.2 temos
que v(C) é um ideal de R,,. n

Observe que para verificar se um subespago vetorial C' de K™ é um codigo ciclico
sem a utilizagdo do Teorema 2.3, seria preciso verificar se todas as trocas ciclicas pertencem

a C, o que poderia ser muito trabalhoso. Agora, é suficiente verificar se v(C) é um ideal
de R,.

Vimos na Proposigao 1.3 que um ideal no anel quociente R, é da forma (p(x)),
onde p(x) é divisor de z" — 1. Entao a partir de agora, g(x) serda sempre um divisor de

x"™ — 1 e ainda, denotaremos
" —1

g(z)

h(z) =

Teorema 2.4. Seja I = <g(x)> um ideal de R,. Se g(x) tem grau s, entdo temos que

B = {g(as), zg(x),z2g(x),. .. ,:B”_S—lg(:n)} ¢ uma base de I como espago vetorial sobre K.

Demonstracao: Note que, se

aog(z) + a1 - g(z) + - + ap_s_12" 571 g(x) =0,

temos,
[ao +a T+ -+ an,s,lxnfsfl} g(x) = 0.

Assim, pelo algoritmo da divisdo, existe d(x) € K[x] tal que
{ao +a x4+ an,s,lx"’s’l} g(x) =d(z)(a" — 1),
isto é,
ap + a1z + -+ ay_s 12" = d(x)h(x).

Como o grau de h(x) é n — s, temos entao que

apFarr+ - Fay,_s 2" =0

e, portanto, ag = a; = -+ = a,_s—1 = 0. Além disso, dado f(z) € I, temos que

f(z)=d(z)-g(xr) mod (z" —1).
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Pelo algoritmo da divisao, existem d(x),r(z) € K[z| tais que
d(z) = h(z) - c(x) + (),
com 7(z) = ag + a1x + - - ap_s 12" 7. Dal,

c(x) - h(x) - g(x) +r(x) - g(x) mod (2" —1),

—
—~
=
Il
2
8
S~—
2,
=
Il

e logo,
flx) =c(x)(@" = 1) +r(x) - g(x) =r(z) - g(z) mod (2" —1).

Desta forma,

flz) = aom +ayzg(z) + -+ o2,
|

Uma consequéncia direta do Teorema 2.4 é que se [ = <g( )> ¢ um ideal gerado

como K-espago vetorial pela base B, entao fazendo v = v~ ( ) temos que C' é gerado

por {v,o(v),0%(v),...,0" " 1(v)}.

Corolario 2.2. Seja g(x) um polinémio divisor de " — 1 de grau s. Se I = <g(x)> € um
ideal de R, entao

dimg I =n — s,

e o cédigo C = v=(I) tem matriz geradora dada por

v (M) g% ¢ ... g5 O 0
o 1 (mg(x)) _ 0 ge gl e g,s 0
vt (a7 g () 0 .. 0 oo gy -on g

Demonstracao: Recorde que as linhas de uma matriz geradora de um cédigo linear C' sdo

dadas pelos vetores da base. Neste caso, temos que B = {g(x), zg(z),z%g(x),. .., x"—s—lg(x)}
é uma base para o ideal I = <g(x)> de R, e, utilizando a imagem inversa do isomorfimo

v, obtemos uma base para o cdédigo em K". [ ]

Seja p(x) = po + p1xr + - - - + pex’ um polindémio que divide 2" — 1. Chamaremos de

polinémio reciproco de p(x), o polinémio
p(x) = 2'f(z™) = pr + praz + - + po’. (2.1)

Este polindbmio também divide z"™ — 1 e, portanto, é gerador de algum cddigo ciclico.
z"—1
9(z)

teremos um auxilio para encontrar uma matriz teste de paridade para o codigo ciclico C

Quando consideramos o codigo ciclico gerado pelo polindmio reciproco de h(z) =

gerado por g(z), como veremos no teorema a seguir.
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Teorema 2.5. Seja C = v=1(I) um cédigo ciclico, onde I = <g(x)> ¢ um ideal de R,,. Dai,
C+ ¢ ciclico e C+ = v=1(J), onde J é o ideal de R, gerado por h*(z). Isto é, J = <h*(1’)>

Demonstragao: Sejam g(x) = go + g1+ -+ - + gsx® e h(x) = hg + hyz + - -+ + hy 2™ %.

Note que o grau de h(xz) é n — s e, portanto, h,_s # 0. Considere as matrizes G ¢ H a

seguir:
g g1 --- g5 0 ... 0 hp—s hp_s_1 ho 0
o 0 gP ?1 ?s O ol — O hn',s hni#l h'o
00w 0 0 b oy
E ficil ver que as linhas de H sdo linearmente independentes. Seja {e1,...,e,} a base

canonica de K”. Assim, a i-ésima linha de G é dada por
Gi = go€i + g1€ix1+ -+ gs€irs, 1 <i<n—s,
e a j-ésima coluna de H* é dada por
Hj=hp_sej+hyp_s1€jp1+ -+ hoejipns, 1 <j<s.
Suponha que ¢ < j. Dai, o produto interno de G; por H; é dado por
Gj—iln—s + gj—iv1hpn—s—1 + -+ goh;_i,

com (j —i) € {0,...,s — 1}. Note que a soma acima é o coeficiente de z"**/~ no
produto g(z)h(z) =2 —1 e, como 1 <n—s+j—i<n—1, temos que esse coeficiente

obrigatoriamente deve ser 0. O resultado é analogo se 7 < i. ]

Como h*(z) tem grau n — s e divide 2™ — 1, com o Corolario 2.2 e o Teorema 2.5,

podemos afirmar que o cédigo C+ tem matriz geradora dada por

vt (h*(x)) Pos hns1 oo ho O
7 7 (x‘h* (x)) _ 0 hn‘,S hnikl . h‘o
vt (xs;lh*(x)) 0 : : 0 e h,;,s e h.O

e, portanto, H é uma matriz teste de paridade para C.

2.4.2 Codificacao em Cddigos Ciclicos

Nessa se¢do mostraremos como encontrar uma matriz geradora na forma padrao e

ainda, um algoritmo de codificagdo para esses codigos.
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Sejam C' C K™ um codigo ciclico e considere o isomorfismo de K-espagos vetoriais,

onde K[x];_1 é o espago vetorial dos polindmios de grau no maximo s — 1 a seguir:

po K — Klz]e € K[z]
1
(co,C1y-nryCs1) — et

=

»
|

o

Teorema 2.6. Seja C um cédigo ciclico. Suponha C = v=(I), onde I = <g(x)>, com

g(x) divisor de ™ — 1. Seja R a matriz (n — s) X s cuja i-ésima linha é

R(i) = —p " (ri(x)),

s—1+1

onde ri(z) € o resto da divisao de x por g(z). Entao a matriz (R | Id,_s) € uma

matriz geradora de C.

s—141

Demonstracao: Sejam ¢;(x) e ;(x) o quociente e o resto da divisao de « por g(z),

respectivamente. Desta forma,
2 T = g(@)gi(x) + i),

onde 7;(x) = 0 ou r;(z) tem grau menor ou igual a s — 1. Sendo assim, x*~'*+ —r;(x) € I,
e esses vetores para ¢ = 1,...,n — s sao linearmente independentes sobre K. Como
vl (xs*”i - 7“1(3:)) =e, 14 — pu *(r;(z)), onde e é vetor da base canonica de K", temos

que a matriz

—putri(z)) 1.0 ... 0

—ptre(z)) 0 1 ... 0

—u rp_s(x)) 00 ... 1
¢ uma matriz geradora de C' e entao (Id,—s | R) ¢ uma matriz geradora de C' na forma
padrao. [ ]
Agora, veremos o algoritmo de codificagdo. Dado (cg, ¢1, ..., ¢n_s) € K" % esse

vetor pode ser codificado como elemento de C' como se segue:
(CO7 Ciy- - 7Cn—s)<R | Idn—s) = (b07 R bs—la Cly- - 7cn—s)7

onde

(boy---sbs1) = —Cllfl(ﬁ@)) - Cn—S//J_1<Tn—S(m))
= —,u_l(clrl () + -+ (cn—sTn—s())

= —u C:ij aﬂ"z’(@)

Veja um exemplo para ilustrar melhor a ideia.
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Exemplo 2.6. Considere o polinémio 2" — 1 sobre Fy. A fatoracao de 2”7 — 1 é dada por
2" —1=1+z)(1+z+2°)(1+ 2%+ 2°).

Considere o coédigo C' C F5 gerado por g(z) = 1+ z + 3. Note que a dimensio do codigo

é 4. Agora, vamos determinar uma matriz geradora desse c6digo na forma padrao:

(@ +x+1)+ (x+1)
(a” )z + (2 + x)

2’ = (P e+ )@ +1)+ @+ +1)
( )

?4+z+ 1)@ +ar+1)+ (22 +1).

r+x+1

Sendo assim, pelo Teorema 2.6, uma matriz geradora de C' é dada por

1101000

0110100
G —

1110010

1 01 00O01

Suponha que seja dado um vetor (ai, as, as,as) € Fa, do c6digo da fonte. Digamos,
por exemplo, o vetor (1,1,1,0). Assim, de acordo com a discussdo acima, a codificagdo

desse vetor é

(b07b17b27 ]-) 17 170)7

onde by, by e by sdo os coeficientes do polinémio
L-(I+2)+1-(z+2)+1-Q4+a+2°)+0-(1+2*)=0+2+0-2°

Portanto, a codificacao de (1,1,1,0) é (0,1,0,1,1,1,0).



36

3 Algebras de grupo

Entre as bases que sustentam a algebra, ha dois assuntos que se destacam: a
teoria de grupos e a teoria de anéis e algebras, embora existam outros tépicos também
importantes. No século XX, comecou a se consolidar uma nova area de pesquisa em algebra,
apoiada nesses dois topicos, que veio a ser conhecida como teoria dos anéis de grupo.
A partir da segunda metade do século XX que a teoria comecou a fixar suas principais
questoes e pervadir outras areas da algebra e mesmo outros campos das matematica.
Um anel de grupo é uma estrutura hibrida entre as teorias de grupo e de anéis, que é
definida como um maédulo livremente gerado sobre um grupo com coeficientes em um anel
associativo com unidade. A relevancia da estrutura é que, entre outras coisas, é possivel
lancar-se mao das poderosas ferramentas de ambas as teorias, de grupos e de anéis, em seu
estudo. Muitas sao as suas questoes centrais e as solugoes dessas questoes tém iluminado
problemas profundos em outros campos da matematica. Entre essas questoes, destacamos o
problema do isomorfismo com implica¢oes importantes em teoria de grupos. Curiosamente,
a medida que a teoria de anéis de grupo se desenvolvia, pelas maos de G. Higman, S.
D. Berman, H. Zassenhaus, D. S. Passman, S. K. Sehgal e outros, a partir da segunda
metade do século XX, a teoria de codigos também se firmava, tendo como desbravador C.
E. Shannon. No desenvolver da teoria de codigos, notou-se que a utilizacao de estruturas
algébricas traria um ganho enorme. Neste contexto, a utilizacao de anéis de grupo geram
o que chamamos de codigos de grupo. Iremos tratar desse assunto no proximo capitulo.
Neste capitulo, iremos desenvolver os conceitos basicos da teoria de anéis de grupos. Para
isso, comecaremos com um breve resumo da teoria de médulos. A teoria de mddulos
por si s6 é uma importante area de pesquisa em matematica e é repleta de importantes
resultados, como o Teorema de Wedderburn-Artin. Porém, para nao perdemos o foco do
nosso trabalho, este resultado, assim como a maioria dos resultados sobre modulos serao
apenas enunciados e utilizados. Nosso foco aqui, é dar o maximo de elementos possiveis
sobre a teoria de anéis de grupo para que os utilizemos na compreensao dos cédigos de
grupo, em especial, os cédigos de grupo ciclicos. Para mais detalhes sobre médulos ou anéis
de grupo, inclusive para as demonstragoes omitidas aqui, sugerimos (MILIES; SEHGAL,
2002).

3.1 Médulos

Seja R um anel com unidade 1. Diz-se que um conjunto nao-vazio M é um
médulo & esquerda sobre R (ou um R-médulo a esquerda) se temos definida em

M uma operacao, que indicaremos por +, e uma lei de composicao externa que a cada
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par (a,m) € R x M associa um elemento am € M tal que, para quaisquer a,b € R e

m,my, mo € M, verifica-se:

(i) (m+mq) +mg=m+ (m +my);
(ii) Existe um elemento 0 € M tal que m+0=m =0+ m;
(iii) Existe um elemento em M, que denotaremos por —m, tal que m + (—m) = 0;
(iv) mi 4 ma = ma + my;
(v) (a4 b)m = am + bm;
(vi) a(my +mso) = amy + ams;
(vii) a(bm) = (ab)m;

(viii) 1m = m.

De forma analoga pode-se definir a nogao de R-mdédulo a direita, considerando

a multiplicagao a direita por elementos do anel.

Note que, poderiamos substituir as 4 primeiras propriedades da definicdo acima
pela exigéncia que M deve ser um grupo abeliano. E ainda, se R for um corpo, entao a
defini¢do de R-moédulo coincide com a de um R-espago vetorial. Por essa razdo, a estrutura

de moédulos € vista como uma generalizacao dos espagos vetoriais.

Seja I um ideal a esquerda de um anel R. Entdo I admite uma estrutura de R-
modulo com soma induzida pela soma de R e a aplicagao Rx I — [ dada pela multiplicacao
(& esquerda) por elementos de R. Em particular, um anel é sempre um médulo sobre si
mesmo. E quando queremos nos referir a R como um moédulo sobre si mesmo a esquerda

ou a direita usamos, respectivamente, as notagoes rR e Rg.

E importante ressaltar que podemos definir médulos para anéis que nao possuem
unidade. Contudo, no que segue, quando falarmos em anéis, estaremos considerando apenas

anéis com unidade.

Definicao 3.1. Seja R um anel comutativo. Um R-médulo A é dito uma R-algebra
se existe uma multiplicacao, definida em A, tal que, com a adicdo dada em A e esta

multiplicagdo, A é um anel e tal que as seguintes condi¢oes sao satisfeitas:

Definigao 3.2. Sejam M um R-médulo e N um subconjunto de M. Dizemos que N é

um R-submédulo de M (ou simplesmente, um submadédulo) se

(i) N # @ e para quaisquer m,n € N tem-se m —n € N.
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(ii) Para todo r € R e todo n € N, temos rn € N.

Observagao 3.1. Se considerarmos um anel R como um R-mddulo a esquerda sobre si

mesmo, entdao os submodulos de rR sdo seus ideais a esquerda.

Assim como na teoria de anéis, todo R-médulo M nao vazio contém pelo menos
dois submédulos, M e {0}, que sao os triviais. Um submddulo diferente dos triviais
¢ um submédulo préprio. Um R-mdédulo nao vazio e diferente de {0} que nao possui

submédulos préprios é chamado de médulo simples.

Analogamente a teoria de anéis e grupos, uma aplicacao f : M +— N é um R-
homomorfismo ou homomorfismo de R-moédulos se f preserva a adigdo e a lei de

composicao externa.

Um R-homomorfismo diz-se um R-monomorfismo ou um R-epimorfismo se for

injetor ou sobrejetor, respectivamente.

E de verificacao simples que ker(f) e Im(f) sao submédulos de M e N, respecti-
vamente e, além disso, analogo aos morfismos de outras estrutras algébricas, é facil ver
que um R-homomorfismo f : M +— N é um R-epimorfismo se, e somente se, Im(f) = N e

que, f ¢ um R-monomorfismo se, e somente se, ker(f) = {0}.

Exemplo 3.1. Seja N um submédulo de um R-médulo M. Entao a aplicacao inclusao

7N — M
T T

é um R-homomorfismo. Em particular, a aplicacao identidade de M, 1, : M — M

também é um R-homomorfismo.

Assim como para anéis, definimos o médulo quociente como sendo o conjunto

M
Wz{m%—N:mEM},

onde M é um R-médulo e N um submédulo de M. E com isso, temos o teorema do

homomorfismo para méodulos.

Teorema 3.1. (Teorema do homomorfismo para mddulos) Sejam M e N dois

R-mddulos, f: M — N um R-homomorfismo, j : M —

a projecao canonica ao

ker(f)
quociente e i : Im(f) — N a inclusido. Entdo existe uma unica aplica¢io
M
e I

tal que
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(i) f=iofoj;

(ii) f* é um R-isomorfismo.

A relacao entre as aplicagoes do enunciado pode ser visualizada no diagrama abaixo

T
M £ [
ker(f) ——Im(f)

Definigao 3.3. Seja {M},c; uma familia de R-médulos, onde I é um conjunto de indices.
Uma familia (m;);c; € M é dita uma familia quase nula se m; = 0, exceto para um

numero finito de indices.

A nocao de soma direta que sera apresentada a seguir é bem familiar, ja que se
assemelha a definicdo dada no caso dos subespagos vetoriais. Para caracterizar essa soma

direta faremos uso da proposi¢ao a seguir.

Proposicao 3.1. Seja {M;}ie;r uma familia de submdédulos de um R-mddulo M. As

sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) Todo elemento m € M se escreve de um unico modo na forma m = Zmi, onde
il
m; € M;, para todo i € I e a familia (m;);e; € quase nula.

(ii) M = ZMl e, se Zmi =0, com m; € M;, tem-se m; =0, para todo i € I.

il i€l
(iii) M =Y M; e M;N (Z Mz) = {0}, para todo j € I.

icl i#j

Um R-médulo M é dito soma direta de uma familia {M;},c; de submddulos se
estiver verificada alguma (e portanto todas) das condigoes equivalentes da proposigao

anterior.

Para indicar que M é soma direta dos submédulos {M;};c; , usaremos o simbolo

M:@Mw

el

ese I ={1,2,...,n} escreveremos

M=M&M;®-- & M,.

Um submédulo N de um R-médulo M é chamado um somando direto de M se
existe um outro R-moédulo Ny tal que M = N & Nj.
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H, ={0,2,4} e Hy = {0, 3} sao submdédulos de Zg. E ainda,

H, N Hy = {0}

LOgO, ZG = H1 @HQ

Dado um R anel, denotaremos por RY) o conjunto de todas as familias quase-nulas
(A\i)ier , onde \; € R, para todo i € I.

Definicao 3.4. Seja {z;};c; uma familia de elementos de um R-médulo M.

(i) Dizemos que um elemento # € M é uma combinagao linear dos elementos da

familia se existe (\;)ier € R tal que

i€l
(ii) A familia {z;}:c; é linearmente independente ou livre se para toda (\;)ic; € R
tem-se

I:Z)\il‘i:() = )\, =0, para todoi € I.
icl

(iii) A familia {x;};c; é uma base de M se é uma familia livre e gera todo M.

(iv) Um R-médulo M é chamado livre se tem uma base.

Se {z;}ier ¢ uma base de um R-mddulo M entao
icl
Consequentemente, um conjunto S de elementos de um R-moédulo M é uma base se, e

somente se, todo elemento m € M pode ser escrito de maneira inica como combinacao

linear finita dos elementos de S.

3.1.1 Mboédulos semissimples

Um R-moédulo M é chamado semissimples se todo submddulo de M é um somando
direto. Equivalentemente, M é semissimples se, e somente se, M é uma soma direta de

submddulos simples. Um anel R é chamado semissimples se o médulo g R ¢ semissimples.

Exemplo 3.3. (a) Se K é um corpo, todo K-espago vetorial é um K-médulo semissim-

ples.
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(b) Todo médulo simples é semissimples.

Teorema 3.2. Seja R um anel. As sequintes condig¢oes sao equivalentes:

(i) Todo R-mddulo é semissimples.
(i) R é um anel semissimples.

(ii) R é uma soma direta de um nimero finito de ideais minimais d esquerda.

Agora, iremos descrever a estrutura dos anéis semissimples, comecando de informa-
¢oes sobre seus ideais bilaterais. Nosso objetivo é caracterizar os anéis simples que sao

somandos diretos na decomposi¢ao de um anel semissimples.

Dada uma decomposi¢ao de um anel semissimples R como uma soma direta de ideais
minimais a esquerda, reordenando se necessario, podemos agrupar os ideais a esquerda

isomorfos juntos.

R:Lll@“'@lflrl@Lm@"'@LQm@"'@le@"'@Lsrs

Com a notagao acima, L;; >~ L, e L;j Ly, = {0}, se i # k. Ainda sabemos que todo
ideal minimal & esquerda de R é isomorfo a um dos ideais na decomposicao de R dada

acima.

Teorema 3.3. Com a notacio acima, seja A; a soma de todos ideais a esquerda isomorfos

a Ly, 1 <1<s. Entao:

(i) Cada A; é um ideal bilateral minimal de R.

(iii) R =D A; como anel, onde s é o nimero de classes isomdrficas de ideais d esquerda
i=1
minimais de R.

Corolario 3.1. Os ideais A;, 1 <1 < s, definidos acima sao anéis simples, ou seja, seus

unicos ideais bilaterais sdo os triviais.
S

Proposicao 3.2. Seja R = @Ai a decomposicdo de um anel semissimples R como uma
i=1
soma direta de ideais bilaterais minimais. Entao

(i) Todo ideal bilateral I de R pode ser escrito na forma I = A, © --- & A;,, onde
1<y <o <4 <s.
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,

(ii) Se R =P B; ¢ uma outra decomposicio de R em soma direta de ideais minimais
j=1

bilaterais, entao r = s e, apds uma possivel renumeracio de indices, A; = B;, para

todo 1.

Os tnicos ideais bilaterais minimais de um anel semissimples R sdo chamados
componentes simples de R. Os elementos {ej, ..., e} do teorema que enunciaremos a

seguir sao chamados de idempotentes centrais primitivos de R.

S

Teorema 3.4. Se R = @Ai ¢ uma decomposicao de um anel semissimples como uma
i=1

soma direta de ideais bilaterais minimais, entdo existe uma familia {e1, ..., e;} de elementos

de R tais que:

(i) e; € um idempotente central, 1 <i <t.
(ii) Se i # j, entao e;e; = 0.
(i) 1 =e+ -+ e.

. ~ . / / " ~ . . .
(iv) e; nao pode ser escrito como e; = e; + € onde e;, e; sio idempotentes centrais tais
/ 17 " _ .
que e; el #0 eee;, =0,1<i<t.

Até o momento vimos que um anel semissimples pode ser escrito como a soma direta
de componentes simples. Ainda que nao seja nosso objetivo, neste trabalho aprofundarmos
na teoria de modulos. O préximo passo é ver estes anéis simples da decomposi¢ao. Passando
pela teoria de anéis com condigoes de cadeia (anéis neotherianos e artinianos) e por
resultados como o da Densidade de Jacobson e o Lema de Schur conseguimos mostrar um
dos mais importantes resultados da teoria que é o Teorema de Wedderburn-Artin. Iremos
encerrar essa secao com o enunciado desse importante teorema que em resumo, nos da a

descri¢ao das componentes simples na decomposicao de um anel semissimples.

Teorema 3.5 (Teorema de Wedderbun-Artin). Um anel R é semissimples se, e somente

se, ele € soma direta de dalgebras de matrizes sobre anéis de divisdao, isto é,
R~ Mm(Dl) ©--- D Mns(DS)'

Além disso, essa decomposicao € unica a menos de uma possivel permutacdo conveniente

de indices e de isomorfismos dos anéis de divisao.

3.2 Anéis de grupo

Sejam GG um grupo e R um anel com unidade. Construiremos um R-moédulo onde
os elementos de G sdo uma base, e usaremos as operacoes de G e R para definir uma

estrutura de anel sobre esse médulo.
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Seja RG o conjunto de todas as combinagoes lineares da forma

o= Zagg,

geG

em que a4 € R e a, = 0, para quase todo g € G, isto ¢, tem-se uma quantidade finita de
coeficientes nao nulos em cada soma. Dado a € RG, definimos o suporte de «, denotado
por supp(a), como o subconjunto de elementos de G que efetivamente aparecem na
expressao de «, ou seja,

supp(a) = {g € G : a, # 0}.

E direto da definicdo que dados a, 3 € RG, temos que o = 3 se, e somente se,

ay = by, para todo g € G.

Para dar a RG uma estrutura de anel, definimos a adi¢ao e a multiplicacdo como

segue
at+f=7) a9+ byg=) (ag+bg)g
geG geG geG
a-B= a9 > bg= > agbpgh.
geG geG g,h€G
Reorganizando os termos, podemos reescrever a multiplicacdo como
O{’B:: 2:,duu7
uelG

onde

du = Z agbh.

gh=u
Desta forma, RG é um anel com as operacoes descritas acima. Mais do que isso, RG é um

anel com unidade 1 = Z uyg, onde o coeficiente correspondente a unidade do grupo ¢é
geG
igual a 1 e u, = 0 para todos os outros elementos de G.
Também podemos definir em RG a multiplicacao de elementos de RG por elementos

A de R da seguinte forma

A=A a,9="> (Aay)g.

geG geG

Com as 3 operagoes definidas acima, é possivel verificar que RG é um R-mdédulo e,

ainda, que se R é um anel comutativo, RG é uma R-algebra.

Definicao 3.5. O conjunto RG, com as operacoes definidas acima, é chamado de anel
de grupo de G sobre R. No caso em que R é comutativo, RG é chamado de algebra de

grupo de G sobre R.
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Podemos definir uma aplicagao 7 : G — RG, fixando para cada elemento = € G, o

elemento i(z) = Z ayg, onde a; =1 e ay, =0, se g # x. Desta forma podemos enxergar
geG
GG como um subconjunto de RG e assim, podemos dizer que GG é uma base de RG sobre

R. Entao, se G é um grupo finito, a dimensao de RG sobre R é precisamente |G|.
Se considerarmos a aplicagao ¢ : R +— RG dada por ¢(r) = Z azg, onde a;, =r

geG
e a, =0, se g # 1g, nao é dificil ver que ¢ ¢ um homomorfismo injetor de anéis, e assim,

R pode ser visto como um subanel de RG.

Com as identificacdes acima, dados r € R e g € GG, temos que rg = gr em RG e
assim, se R for um anel comutativo, temos que R C Z(RG) (R esté contido no centro de

RG).

Proposicao 3.3. Seja f : G — H um homomorfismo de grupos. Fxiste um tunico ho-
momorfismo de anéis f* : RG +— RH tal que f*(g9) = f(g), para todo g € G. Se R é
um anel comutativo, entao f* é um homomorfismo de R-dlgebras. Além disso, se f é um

epimorfismo (monomorfismo), entao f* é um epimorfismo (monomorfismo).

Observe que se H = {1}, entdo a Proposigdo 3.3 mostra que a aplicagao trivial

G — {1} induz a um homomorfismo de anéis € : RG — R tal que

e(a) =€ (Z agg) = a,

geG geG
Definicao 3.6. O homomorfismo € anterior é chamado de aplicacao de aumento de

R@, e seu nicleo, denotado por A(G), é chamado de ideal de aumento de RG.

Note que se @ = > ayg pertence a A(G), entdo
geG

e(a) =€ (Z agg) => a,=0.

geG e
Logo, podemos reescrever o como

a=3 a,9- ) ag= ) asg9—1).

geG geG geG

Note que todos os elementos da forma g — 1, com g € G, pertencem a A(G). A
observagao acima mostra que {g —1:¢g € G,g # 1} é um conjunto de geradores de A(G)

sobre R. Observe que esse conjunto € linearmente independente.

Proposicao 3.4. O conjunto {g —1:g9 € G,g # 1} € uma base de A(G) sobre R, isto é,

A(G):{Zag(g—l):gEG,g#l,agER}.

geG

Particulamente, se R é um anel comutativo e G um grupo finito, entdao A(G) é um

R-médulo livre de dimensao |G| — 1.
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3.2.1 Ideais de aumento

Queremos encontrar condi¢oes sobre R e G de modo que possamos decompor o
anel de grupo RG como uma soma direta de subanéis. Nosso principal interesse esta em
determinar em que condi¢oes RG é um anel semisimples e em poder escrevé-lo como uma
soma direta de ideais minimais. Inicialmente estudaremos a relacao entre subgrupos de
G e ideais de RG. Dados um grupo G e um anel R, denotamos por S(G) o conjunto de
todos os subgrupos de G e por I(RG) o conjunto de todos os ideais a esquerda de RG.

Seja H € S(G) um subgrupo. Denotamos por Agr(G, H) o ideal & esquerda de RG
gerado por {h —1: h € H}, isto é,

AR(G,H) = {Zah(h—l):ah ER}

heH

Quando estivermos lidando com um anel R fixo, denotaremos simplesmente por
A(G, H). Note que A(G,G) = A(G).

Lema 3.1. Seja H um subgrupo de um grupo G e seja S um conjunto de geradores de
H. O conjunto {s —1:s € S} é um conjunto de geradores de A(G, H) como um ideal d
esquerda de RG.

Temos da teoria de grupos que se H é um subgrupo de G, entao para x € G, o
conjunto tH = {xh: h € H} é a classe lateral a esquerda de H em G. E essas classes
definem uma partigdo em G. Para dar uma melhor descrigio de Agr(G, H), denotaremos
por 7 = {q; }ie; um conjunto completo de representantes de classes a esquerda de H em G.
Escolhemos para representante da classe H em 7 o elemento identidade de G. Assim, todo

elemento g € G pode ser escrito de forma tnica como g = ¢;h;, onde ¢; € T e h; € H.

Proposi¢ao 3.5. O conjunto By = {q(h — 1) : ¢ € 7,h € H,h # 1} é uma base de
Agr(G, H) sobre R.

Demonstracgao: Primeiro mostraremos que este conjunto é linearmente independente

sobre R. Suponha que temos uma combinagao linear
> rijai(h; —1) =0,
2

com r;; € R. Assim, podemos escrever

> ritihy = (Z w) G-
irj i\ Jj
Ja que h; # 1, para todo valor de j, segue que os membros da equagdo acima possuem

suportes disjuntos. Como os elementos de GG sao linearmente independentes sobre R, segue

que todos os coeficientes sao iguais a 0. Particularmente, r;; = 0, para todos 1, j.
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Para mostrar que By gera Ag(G, H), é suficiente mostrar que todo elemento da
forma g(h — 1), com g € G e h € H, pode ser escrito como uma combinagao linear de

elementos em By. Mas g = ¢;h;, para algum ¢; € 7 e algum h; € H. Logo
g(h —1) = qihj(h — 1) = qi(h;h — 1) — qi(h; — 1)

e segue o resultado. ]

Se H é um subgrupo normal de GG, entdao o homomorfismo canénico w : G — G/H

pode ser estendido ao epimorfismo w* : RG — R(G/H) tal que

w'(a) = w" (Z a(g)g> =Y alg)w(g).

geG geG
Proposicao 3.6. Com a notagio acima, ker(w*) = A(G, H).

Corolario 3.2. Seja H um subgrupo normal de um grupo G. Entio A(G, H) é um ideal

bilateral de RG e

RG
NIl

Logo, A(G) é nicleo do epimorfismo € induzido pela aplicagao trivial G — G/G =
{1}. Assim, podemos construir uma aplicacao de S(G) sobre I(RG) tal que os subgrupos

normais de G sdo levados em ideais bilaterais de RG.

Dado um ideal a esquerda I € I(RG), consideremos o conjunto
VI)={g9geG:9g—-1€ 1},
isto é,
V(I)=Gn(1+1).
Afirmamos que V(I) é um subgrupo de G. De fato, se g,h € V(I), entao
gh—1=gh—-1)+g—-1€ V().

Logo, gh € V(I). Também, se g € V(I), entdao g7 — 1= —g~'(g — 1) € V(I) e, portanto,
g~' € V(I). Por fim, é possivel verificar que se I é um ideal bilateral de RG, entdao V([I) é

um subgrupo normal em G.

Proposicao 3.7. Se H € S(G), entao V(A(G,H)) = H.

Essas aplicagbes nao sao inversas uma da outra. Dado um ideal I € I(RG), verifica-
se que A(G,V(I)) C I, mas em geral, A(G,V(I)) # I. De fato, se I = RG, entao
V(RG)={g€G:g—1€ RG} =G. Mas A(G,V(RG)) = A(G) # RG.
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3.2.2 Semissimplicidade

Agora, determinaremos condigoes suficientes e necessarias sobre R e G para que o
anel de grupo RG seja semissimples. Antes, veremos alguns resultados sobre anuladores,
conceito que nos sera util. Encerraremos a secao com a demonstragao do Teorema de
Maschke e com alguns corolarios deste teorema, que sdo de suma importancia no estudo

dos anéis de grupo.

Definicao 3.7. Seja X um subconjunto de um anel de grupo RG. O anulador a esquerda
de X é o conjunto
Ann(X) ={a € RG : ax = 0,Vz € X }.

Analogamente, definimos o anulador a direita de X como:

Ann,.(X) ={a € RG : za = 0,V € X}.

Dados um anel de grupo RG e um subconjunto finito X do grupo G, denotaremos

por X o seguinte elemento de RG :

Lema 3.2. Sejam H um subgrupo de G e R um anel. O Ann,(A(G,H)) # {0} se, e
somente se, H € finito. Neste caso, temos Ann,(A(G, H)) = H - RG. Além disso, se H é

um subgrupo normal de G, entao o elemento H ¢ central em RG e temos

Ann,.(A(G, H)) = Anny(A(G,H)) = RG - H.

Demonstragao: Suponha Ann,(A(G, H)) # {0} eescolhaa = > azg # 0 em Ann,(A(G, H)).
geG
Para cada elemento h € H, temos (h — 1)ae = 0. Portanto, ha = «, isto é ,

o= Z agg = Z aghg.
geG geG
Tome gy € supp(a). Logo ay, # 0 e assim a equac@o acima mostra que hgy € supp(a),

para todo h € H. J& que supp(a) é finito, isso implica que H tem que ser finito.

Note que o argumento acima mostra que, sempre que gy € supp(«), o coeficiente
de todo elemento da forma hgg é igual ao coeficiente de go. Dai, podemos escrever a na

forma

a:agoﬁgo+aglﬁg1—|—---+agtf[gt:ﬁﬂ, com 5 € RG.

Isso mostra que se H é finito, entdo Ann,(A(G,H)) C H - RG. J& que hH = H

A

implica em (h — 1)H = 0, para todo h € G. A inclusao oposta segue claramente.
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Se H é um subgrupo normal de G, para qualquer ¢ € G, temos ¢ 'Hg = H.

Portanto, ¢ ' Hg = Z g leg = Z x = H. Logo Hg = ¢gH, para todo g € G, ou seja, H
zeH xeH
é central em G. Consequentemente RG - H=H- RGe segue o resultado. [ ]

Corolario 3.3. Seja G um grupo finito. Entio Anny(A(G)) = Ann, (A(G)) = R - G.
Lema 3.3. Seja I um ideal bilateral de um anel R. Suponha que exista um ideal a esquerda

J tal que R=1& J (como R-mddulos a esquerda). Entio J C Ann,(I).

Demonstracao: Considere x € J e y € I. Como [ é um ideal bilateral, J um ideal a

esquerda e R =1 & J, temos
yre JNI={0} = yr=0 = z € Ann,(I).
[ |

Lema 3.4. Se o ideal de aumento A(G) é um somando direto de RG, como um RG-mddulo,

entio G € finito e |G| € invertivel em R.

Demonstracao: Suponha que A(G) é um somando direto de RG. Dai pelo lema anterior
temos Ann,(A(G)) # 0, ja que sendo J ideal a esquerda tal que R = A(G) & J, entao
teremos J C A(G).

Como RG =A(G)® Jel=e; +ey onde e; € A(G) e ey € J, temos que
1 =€(er) + e(eq).

J4 que ey = a(G, para algum a € R, temos que ae(@) = 1; entdo, a|G| = 1. Isso mostra

que |G|™ = a, isto é, |G| é invertivel em R. ]

Agora, vamos determinar condi¢oes necessarias e suficientes sobre R e G para que

o anel de grupo RG seja semissimples.

Teorema 3.6 (Teorema de Maschke). Seja G um grupo. O anel de grupo RG é semis-

simples se, e somente se, valem as sequintes condigoes:

(i) R é um anel semissimples.

(it) G é um grupo finito.
(iii) |G| € invertivel em R.
Demonstracao: Suponha que RG seja semissimples. Sabemos que R ~ RG/A(G). Ja
que o quociente de um anel semisimples é semissimples, segue que R ¢é semissimples. Como

a semissimplicidade de RG implica que A(G) é um somando direto, o Lema 3.4 mostra

que as condigoes (ii) e (iii) sdo verdadeiras.
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Reciprocamente, suponha que as condigoes (i), (ii) e (iii) sdo verdadeiras e seja M
um RG-submodulo de RG. Ja que R é semissimples, segue que RG é semissimples como

um R-moédulo. Portanto, existe um R-médulo N de RG tal que RG = M & N.

Seja m : RG — M a projecao canonica associada a essa soma direta. Definimos a

aplicacao 7* : RG — M por uma média

(x) g '7(gx), para cada = € RG.
|G| geG
Se provarmos que 7* é um RG-homomorfismo tal que (7*)? = 7* e Im(n*) = M,

entao ker(7*) é um RG-submédulo tal que RG = M @ ker(7*) e o teorema esté provado.

Ja que 7* é um R-homomorfismo, para mostrar que ele é também um RG-

homomorfismo, é suficiente mostrar que

7 (ax) = ar*(z), para todo z € G, para todo a € G.

Temos

*(ax) G Z g 'm(gazx) 8 Z(ga)_lw((ga)$).
| | geG | | geG
Quando g percorre todos os elementos em G, o produto ga também percorre todos

os elementos em G. Logo,

m(ax) = a— >t r(tr) = an* ().
Gl i
Ja que m é uma projegao sobre M, sabemos que 7(m) = m, para todo m € M.

Como M ¢é um RG-médulo, temos gm € M, para todo g € G. Portanto,

>97 > g 'w(gm)
|G| geq@ |G| geG

Dado um elemento z € RG, temos m(gx) € M. Portanto, 7*(z) € M e dai

Im(m*) C M. Consequentemente 7*(7*(x)) = 7*(z), para todo x € RG, ou seja, (7*)? =

7*. O fato de 7*(m) = m, para todo m € M, também mostra que M C Im(7*) e segue o

teorema. [ |

O caso em que R = K ¢é um corpo é de grande importancia. Neste caso, K é sempre
semissimples e |G| é invertivel em K se, e somente se, |G| # 0 em K e car(K) t |G|. Como
na teoria de cédigos estaremos lidando com corpos e grupos finitos, o corolario a seguir é

fundamental.

Corolario 3.4. Sejam G um grupo finito e K um corpo. Entio KG ¢ semissimples se, e

somente se, car(K) 1 |G]|.
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Veremos agora uma adaptacao do Teorema de Wedderburn-Artin que nos da muitas

informagoes sobre a estrutura de algebra de grupo.

Teorema 3.7. Seja G um grupo finito e seja K um corpo tal que car(K) 1 |G|. Assim,

temos que

(i) KG é uma soma direta de um nimero finito de ideais bilaterais {B;}1<i<r, 0S

componentes simples de KG. Cada B; é um anel simples.

(7i) Qualquer ideal bilateral de KG é uma soma direta de alguns dos membros da familia
{Biti<i<r-

(iii) Cada componente simples B; € isomorfo a um anel de matrizes da forma M,,(D;),

onde D; é um anel de divisdo contendo uma copia de K em seu centro, e o isomorfismo
¢ '
KG ~ @ M,.(D;)
i=1

¢ um isomorfismo de K-algebras.

(iv) Em cada matriz M,,(D;), o conjunto

T 0 0
0 ... 0

I, = T2 LT, Ty ..., Ty, € Dj p 2 DI
Tn, 0 0

¢ um ideal minimal a esquerda.

Dado = € KG, consideramos ¢(z) = (ou,...,o) € @ M,,(D;) e definimos o
i=1

produto de x por um elemento m; € I; por xm; = a;m;. Com esta definicao I;

torna-se um KG-mddulo simples.
(U) I; ;ﬁ Ij; S€Z7£j
(vi) Qualquer KG-mddulo simples é isomorfo a algum I;;1 <1 <.

Corolario 3.5. Seja G um grupo finito e seja K um corpo algebricamente fechado tal que

car(K) 1 |G|. Entio KG ~ P M,,(K) e ni +n3 +---+n2 =|G]|.

i=1

Demonstracao: Ja que car(K) 1 |G|, temos pelo Teorema 3.7

KG ~ P M,,(D;),

=1

onde D; é um anel de divisao contendo uma cépia de K em seu centro.
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Calculando as dimensoes sobre K nos dois lados da equacao acima, temos
|G| =>_ni[D; : K],
i=1

e segue que cada anel de divisdo é de dimensao finita sobre K. Como K é algebricamente

fechado, temos D; = K, 1 < i < r, e o resultado esta provado. [ ]

3.2.3 Algebras de grupos abelianos

Apresentamos nesta secdo uma descricdo completa de um anel de grupo para um

grupo abeliano finito sobre um corpo K tal que car(K) 1 |G].

Primeiro, tratamos do caso em que G é ciclico. Assumimos G = (a: a" = 1) e K

um corpo tal que car(K) 1 |G|. Considere a aplicacao 0 : K[z] — KG dada por
f(z) e K[z] — f(a) € KG,

onde K[z] é o anel de polinémios sobre K na indeterminada z. E facil verificar que 6 e um

epimorfismo de anéis. Portanto, pelo teorema do homomorfismo de anéis,

. Kz
KRG =~ ker(0)

onde ker(0) = {f(x) € K[z] : f(a) = 0}.

Ja que K[z] é um dominio de ideais principais, ker() é o ideal gerado por um

polinémio fy(x), de menor grau, tal que fo(a) = 0. E importante observar que, sob este
Klz]

(folx))’

Como a" = 1, temos 2" — 1 € ker(f). Note que se f(z) =Y _ k;iz' é um polinémio

isomorfismo, o elemento a é levado na classe = + fy €

i=0
de grau < n, entdo temos f(a) = k;a' # 0, pois os elementos {1,a,d?,...,a" '} sdo

i=0
linearmente independentes sobre K. Logo ker(f) = (™ — 1) e

K
KG o~
(z —1)
Seja ™ — 1 = fi(z) fa(x), ..., fi(z) a decomposigdo de z™ — 1 como um produto de

polinémios irredutiveis em K[z]. Como assumimos car(K) t n, este polinémio é separavel
e assim, f; # f; se i # j. Usando o Teorema Chinés do Resto, podemos escrever
Klz] Klz]

RG> @) © @y © 7 Gy

Sob este isomorfismo, o gerador a é aplicado no elemento

(x—i—ﬁx),...,x—i—%).
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Se §; denota uma raiz de f;j(z),1 <i <t , entdo temos

quentemente,

KG ~K(&) @ K(&) @ - @ K(&).

Como todos os elementos &;,1 < i <t sao raizes de ™ — 1, devemos mostrar que
KG é isomorfo a uma soma direta de extensoes ciclotomicas de K. Sob este isomorfismo, o

elemento a é levado no elemento (£;,&s,...,&).

Agora veremos uma descricdo de KG para o caso de um grupo abeliano qualquer.

Primeiro vamos calcular todos os somandos diretos da decomposicao de KG.

Lembramos que, para um dado inteiro d, o polin6mio ciclotémico de ordem

d, denotado por &4, é o produto ; = H(x —¢;), onde &; percorre todas as d-ésimas
J
raizes primitivas da unidade. Também sabemos que 2" — 1 = H ®,4, o produto de todos
din
os polinémios ciclotémicos ®4; em K[z]|, onde d é um divisor de n. Para cada d, seja

b, = H fa;(z) a decomposicao de ®; como um produto de polindmios irredutiveis em
Logo a decomposicao de KG pode ser escrita na forma
K[z]
KG ~ P @ ~ P @ K(&a),
i i (@) 5=
onde &;, denota uma raiz de fy,(x),1 < i < a4. Para um d fixo, todos os elementos &,, sdo
raizes n-ésimas primitivas da unidade. Portanto, todos os corpos da forma K(&;,),1 <i <
ag4, S0 iguais uns aos outros e podemos sempre escrever
KG ~ P adK(&a),
din
onde &, é uma raiz primitiva de ordem d e a4K(&;) denota a soma direta de ag corpos

diferentes, todos eles isomorfos a K(&4).

J& que o grau de f4,(z) é igual ao grau de [K(&,) : K], os polinémios f4,(z),1 <

1 < ag, possuem o mesmo grau. Logo, tomando os graus na decomposicao de @4, temos

¢(d) = aqa[K(&a) : K],
onde ¢ denota a funcao de Euler, a saber

o(d)=|{ne€Z:1<n<dmde(n,d) =1}|.

Ja que G é um grupo ciclico de ordem n, para cada divisor d de n, o nimero de
elementos de ordem d em G, que denotamos por ng, que é precisamente ®(d). Portanto,

podemos escrever
ng

[K(&a) - K]

aq =
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Teorema 3.8. Sejam G um grupo abeliano finito de ordem n e K um corpo tal que
car(K) t n. Entdo

KG ~ @ CLdK<fd),

dln
n
onde &4 denota uma raiz primitiva da unidade de ordem d e ag = — % __ Nesta
[K(&a) : K]
formula, ng denota o numero de elementos de ordem d em G.
Corolario 3.6. Seja G um grupo abeliano finito de ordem n e seja K wm corpo tal que

car(K) 1 n. Se K contém uma raiz primitiva da unidade de ordem n, entdo

KG~Ko---0oK.
—_———

n

Se G e H sao grupos isomorfos entao é claro que os anéis de grupo RG e RH,
sobre um anel qualquer R, também sao isomorfas. Porém, a reciproca nao ¢ verdadeira.
Vejamos agora um contra-exemplo para esta afirmagao. Se G e H sao grupos abelianos
nao isomorfos de mesma ordem n e K é um corpo tal que car(K) { n, que contém uma

raiz primitiva da unidade de ordem n, entao o corolario anterior mostra que

KG~K@--- oK ~KH.
—_——
Por exemplo, se Cy e Cy; denotam os grupos ciclicos de ordem 2 e 4 respectivamente, entao

para as algebras de grupo complexas temos
C(Cg XOQ) ZO@C@C@CZCO4,

mas Cy x Cy e Cy nao sao isomorfos.

Este fato é o nosso primeiro contato com o conhecido problema de isomorfismo:
“para quais condigoes sobre R e GG o isomorfismo de anéis RG ~ RH implica que G ~ H?”
O problema do isomorfismo consiste em verificar se dois grupos serao isomorfos sempre

que seus anéis de grupo o forem.

No proximo capitulo, iremos analisar os cédigos corretores de erros quando realizados
sobre as algebras de grupo, para que assim possamos responder a seguinte pergunta: a
que estrututra corresponde um codigo realizado sobre uma &algebra de grupo, em especial,
para cédigos ciclicos? Além disso, iremos dar énfase sobre as vantagens que obtemos na

realizacao de cddigos sobre diferentes estruturas algébricas.
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4 Cédigos ciclicos sobre algebras de grupo

Neste capitulo iremos utilizar o que foi desenvolvido nos capitulos 2 e 3 para
apresentar uma visao dos cddigos corretores de erros sobre algebras de grupo, em especial
apresentaremos como a teoria de codigos se desenvolve sobre algebras de grupo sobre
grupos ciclicos. O objetivo principal aqui é revisitar os resultados sobre c6digos ciclicos,
porém acrescentando as estruturas de espaco vetorial e anel a estrutura de algebra de
grupo. Iremos investigar as vantagens que obtemos ao realizar codigos ciclicos sobre essa
estrutura algébrica e visualizar os resultados obtidos sobre anéis de polindomios agora sobre
essa nova estrutura. O estudo de cédigos no contexto das dlgebras de grupo vem sendo
estudado por diversos matematicos e hoje ja existe uma quantidade grande de trabalhos
que servem de base para o inicio dos estudos sobre o topico. Para mais detalhes do que
iremos apresentar a seguir sugerimos (ALDERETE, 2018), (BERNAL; RIO; SIMON, 2009)
e (LUCHETTA, 2005).

4.1 Codigos de grupo

Um cédigo de grupo (a esquerda) de comprimento n é um cddigo linear que é

imagem de um ideal (a esquerda) de uma &algebra de grupo via um isomorfismo
KG — K"
que aplica G na base canonica de K".

Definicao 4.1. Se G é um grupo de ordem n e C' C K" é um cédigo linear entao C' é
um G-cédigo (a esquerda) se existe uma bije¢ao entre a base candnica de K" e G que se

estende a um isomorfismo K" — KG que aplica C' em um ideal (a esquerda) de KG.

Assim, um cédigo de grupo (& esquerda) é um cddigo linear que é um G-codigo (a
esquerda) para algum grupo G. De acordo com o tipo de grupo que estamos considerando,
damos nomes mais especificos para estes codigos. Por exemplo, um cédigo de grupo
ciclico (ou abeliano, ou soluvel,...) é um cédigo linear que é um G-cédigo para algum

grupo ciclico (ou abeliano, ou soltvel,...) G.

O estudo destes codigo de grupo tem obtido grande avango nos tltimos anos. E
diversos autores tém se dedicado a obter resultados para diferentes tipos de grupo. Em
(BERNAL; RIO; SIMON, 2009), os autores trabalham com cédigo de grupo para grupos
que possuem uma certa decomposicao em dois subgrupos abelianos. Em sua tese de
doutorado, (ALDERETE, 2018), Alderete generaliza alguns dos resultados de Bernal, del
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Rio e Simon para o caso de grupos que se decompoem em mais subgrupos abelianos. Neste
trabalho, nosso foco é apresentar uma parte do que ja se existe na literatura sobre c6digos
de grupo sobre grupos ciclicos. Portanto, dedicaremos o resto deste capitulo para tratar
especificamente deste caso. No que segue, apesar da defini¢do formal acima de cédigo de
grupo ciclico, iremos nos referir aos cédigos sobre algebras de grupo, onde o grupo ¢é ciclico,
apenas como codigos ciclicos, pois queremos deixar mais evidente o paralelo que faremos
com os ja definidos cédigos ciclicos no Capitulo 2. E dessa forma, procuramos deixar
clara a quantidade de ferramentas que podemos ganhar utilizando diferentes estruturas

algébricas nestes codigos.

4.2 Codigos sobre algebras de grupo ciclico

Sejam K um corpo e G = {1,qa,...,a" '} um grupo ciclico de ordem n tal que
car(K) nao divide n. Note que a algebra de grupo KG de G sobre K é um K-espago
vetorial de dimensao n e, portanto, isomorfo a K”. Consideramos o seguinte isomorfismo

linear:

v: K" — KG

n—1
(co,C1y v yCn1) +— cot+cra+ -+ cpqa™ .

Desta forma, cada palavra de um cddigo C' em K" pode ser vista como um elemento de
KG ou vice-versa. E ainda, observe que se ¢ = (¢g,¢y,...,¢p—1) ¢ uma palavra de um
codigo C', entdao o peso de C' é w(c) = |supp(1(c))|. Considere agora o epimorfismo de

anéis dado por

0:K[z] — KG
flx) = f(a).

Pelo Teorema do homomorfismo de anéis temos que

K[z]
KG ~ .
G kert

Na Subsecao 3.2.3 ja apresentamos o resultado a seguir para o caso mais geral de
G ser um grupo abeliano. No entanto, a seguir vamos mostrar com mais detalhes o mesmo

resultado para o caso de GG de ser ciclico.

Proposicao 4.1. kerf = (2™ —1).

Demonstracao: Note que dado ¢(z) € (2™ — 1), temos que ¢(x) = f(z) - (z" — 1), onde
f(z) € K[z]. Dai, 0(¢q(x)) = q(a) = f(a) - (a" — 1) = f(a) - 0= 0. Logo, (z™ — 1) C ker6.
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Por outro lado, seja f(z) € ker 6. Pelo algoritmo da divisao, existem ¢(z),r(x) €
K[z] tais que
f(x) = q(z) - («" = 1) +r(z),
com r(x) = by + byx + -+ + b,_12" ' Dai temos que
fa) = q(a) - (@" = 1) +r(a),
e como f(x) € kerf e a” — 1 =0, segue que r(a) = 0. Assim,

r(a) =0 = by +ba+---+b,_1a" ' =0,

e{l,a,...,a" 1} é base de KG, o que mostra que r(z) = 0 e, assim, f(z) = q(z) - (z" — 1),
isto 6, f(x) € (2" —1). u

Com isso, temos que além de isomorfos como espacos vetoriais,

- Kzl Kz]
KRG =~ kerd — {(xm —1)

— Rn
Ccomo anéis.

Proposicao 4.2. Seja G = (a) um grupo ciclico de ordem n gerado por a. Todo ideal de
KG € da forma KGf(a), onde f(z) é um divisor de ™ — 1.

Demonstracio: Recorde que os ideais de R,, sdo gerados por f(z) € Kz], onde f(z) é

um divisor de ™ — 1, e como KG é isomorfo a R,,, o resultado segue. [ ]

Assim, concluimos que um codigo C' C K" é ciclico se, e somente se, ¥(C) é
da forma ¢(C) = KGf(a), onde f(z) € K[z] é um divisor de 2™ — 1. Por essa razao
serd comum chamarmos ¥(C') de codigo ciclico quando na verdade o codigo ciclico que

estaremos nos referindo sera o subespaco vetorial C' de K.
Assim como assumimos anteriormente, o polinémio g(x) denotard um divisor de
"™ — 1 e denotaremos por h(z) o quociente

hle) = x;@)l'

Definicao 4.2. Seja ¢¥(C) = KGg(a) um codigo ciclico. Denominamos g(a) de gerador
principal de C.

Podemos ter varios geradores para ¢(C), mas estamos interessados no que é
proveniente da fatoracdo de 2™ — 1. Seja a € C', onde, por abuso de notagdo, C' = (g(a)) é
um c6digo ciclico. Entao o = k(a) - g(a) para algum k(a) € KG, onde g(x) € K[z] é um

divisor de z™ — 1.

Quando a = k(a) - g(a) € C utilizaremos um abuso de notagao e escreveremos o

correspondente em R, por a(z) = k(x) - g(z).
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Proposicao 4.3. Um elemento f(a) pertence a KGg(a) se, e somente se, f(a)h(a) =0
em KG.

Demonstracao: Seja f(a) € KGg(a). Assim, f(a) = d(a) - g(a), com §(a) € KG. Logo,
fla)h(a) = d(a) - g(a) - h(a), isto &, f(a)-h(a) =d(a)- (a" —1) =0.
Por outro lado, suponha que f(a) - h(a) = 0 em KG. Como g(x) e h(z) sao

relativamente primos, existem r(z), s(z) € K[z] de maneira que
r(z) - g(x) + s(z)h(z) = 1.
Desta forma,

r(a)g(a) + s(a)h(a) =1 = f(a)r(a)g(a) + f(a)s(a)h(a) = f(a).
Como G é um grupo ciclico, K é um corpo e, por hipétese, f(a) - h(a) = 0, entdo
f(a)s(a)h(a) = f(a)h(a)s(a) = 0 e, portanto, f(a) € KG. u
O elemento h(a) recebe o nome de elemento de teste do cédigo C' = (g(a)).

O diagrama a seguir nos da uma boa nogao da importancia de analisar os codigos

ciclicos sobre diferentes estruturas algébricas.

KG

v v v
(co,CtyeosCnor)F—>=cCo+ 1T+ -+ oz L——co+cra+ -+ cp1a™”

1

Em K", temos que os cddigos ciclicos sao subespacos vetoriais gerados a partir de
matrizes. Em R,,, sao ideais gerados por um polinémio divisor de 2" — 1, o que nos da
uma vantagem de custo do ponto de vista computacional. Por fim, em KG temos que os
codigos ciclicos também sao ideais, s6 que dessa vez gerados por elementos da propria

algebra de grupo.

4.3 Matrizes geradora e teste de paridade

Vamos agora usar o que ja sabemos sobre codigos ciclicos em K™ para determinar
matrizes geradoras e teste de paridade em KG, mediante o isomorfismo que ha entre K" e
KG.

Teorema 4.1. Seja [ = KGg(a), onde g(x) = go+ qrx+ - - -+ gsx® € um divisor de "™ — 1

de grau s. Entio B = {g(a),ag(a),...,a"*"'g(a)} é uma base de I como espago vetorial
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sobre K, a dimensdo de I é n— s e o cédigo C = ¢~(I) tem matriz geradora dada por

g g1 ... g5 0 ... 0
O ... 0 ... g0 ... gs

Demonstracao: O resultado segue direto do Teorema 2.4 e do isomorfismo entre R, e

K@G. n

Lembre-se que dada uma matriz geradora do cédigo C', basta multiplicar uma
palavra do cédigo da fonte pela matriz para obter uma codificacao, isto é, um cédigo de

canal.

Exemplo 4.1. Considere o alfabeto Fy e G = {1,a,ad? da®, a*,a® a5 da”,a®} um grupo
ciclico de ordem 9. Seja C' o cédigo com gerador principal dado por g(a) = a” + a® + a* +

a® + a + 1. Pelo Teorema 4.1, uma base para C' é dada por
B={a"+ad°+a*+a*+a+1,a®+a" +d° +a*+a*+a}.

Como a dimensao de C' é 2, entdo uma matriz geradora para ele é dada por

110110110
M = .
0110110171
Relembre de (2.1), que dado um polinémio p(z) = pg + p1x + - - - + p;a’, chamamos
de polindémio reciproco de p(z), o polindmio p*(x) = z' f(z™!) = p; + pi_1x + - - + poxt.

Proposigao 4.4. Sejam K um corpo, f(x),g(x) € K[z] com f(x) de grau n e considere os
polinémios reciprocos f*(x) e g*(x). Se g(x) divide f(x), entao g*(x) divide f*(z). Além

disso, se g(x) divide " — 1, entdao g*(x) também divide ™ — 1.

Demonstracao: Suponha que g(z) divide f(x). Dai, f(x) = p(z)g(x), com p(x) € K[z].
E claro que o grau de g(z) é menor ou igual ao grau de f(z). Suponha entdo que o grau de

g(x) seja estritamente menor que o grau de f(x), isto é, gr(g(z)) = m < n. Desta forma,

fra)y=a"fz™") = a"p(z")gla™)]

logo, g*(x) divide f*(x). Por outro lado, seja ¢(x) = 2™ — 1. Observe que

F)=2"(z"-1)=1-2"=—(2"-1) = —¢"(z)=2"—-1

Agora, note que acabamos de mostrar que se g(x) divide " — 1, entdo g*(x) divide

q*(z), isto é, g*(z) divide —(z™ — 1) e, portanto, divide 2™ — 1. n
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Lema 4.1. Sejam b= (by,...,b,—1) e c = (co,...,cn1). Entao (b)i(c) =0 em KG se,
e somente se, b* = (b,_1,...,by) € ortogonal ao vetor ¢ e a toda troca ciclica deste vetor

em K"™.

n—1 n—1
Demonstragao: Note que (b) = ) bia' e (c) = > c;a’. Dal,
i=0 =0

Y(b)y(c) =D _(bic;)(a'a’).

i,
Assim,
n—1
b(b)ip(e) = Y dyat,
k=0
com dk = Z biCj.
i+j=k (mod n)
Desta forma, ¥ (b)Y (c) = 0 se, somente se, dj, = 0, isto é,
by_1c1 + bpocy + by_3c3 + - +bocy = 0
by_1ca +by_oc3 +bpscy + -+ +bocy = 0
by—1¢3 + bp_ocs + byp_gcs + -+~ +boca = 0
=0
bn,100 —+ bn,201 + bn,302 + -+ bocn,l =0
Assim,
(bnfla bn727 bn737 cee bO) : (Cla €2,C3, . .- 7CO> =b"- O'nil(c> =0
(bn717 bn727 bn737 s bO) : (C27 C3,Cqy ... 7cl> - b* : 0n72(c> =0
(bn—h bn_Q, bn_37 e bo) . (03, C4,C5, ... ,Cg) = b* . a”_?’(c) = 0
=0
(bn—la br—2,bn3,. .. bo) ) (Co, C1,C2y .- 7Cn—1) =b"c= 0
Como queriamos demonstrar. [ ]

Teorema 4.2. Seja C um cddigo ciclico, onde I = (C) = (g(a)), com g(x) um divisor
de 2" — 1 de grau s e M matriz geradora de C. Se 2" — 1 = g(x)h(x), com h(zx) =

ho + hix + -+ - + h,_sx™° entao uma matriz teste de paridade de C' € dada por
hpes Pp—s—1 oo ... ho 0 ... 0

e () hn'_S h1 h,o 0

0 0 coe hpes hp—s—1 hp—s—o ... ho
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Demonstragao: Note que cada entrada em H M é dada pela multiplicacao de (hy—1, hp—o, . ..

por uma troca ciclica do vetor (go, g1, -, gn_1). Pelo lema anterior e usando o fato de que

h(a)g(a) = 0 em KG, temos que HM = 0. u

m
Considere o € KG, onde o = Z aza” ', onde m < n — 1. Definimos o elemento
) i=0
reciproco de a por

o =a"y aa Tt =a"f ()
=0 a

Note que a* € KG.

Corolario 4.1. Seja C um cddigo ciclico, onde I = (C) = (g(a)), com g(x) um divisor
de 2™ — 1 de grau s. Entio C* € ciclico e C+ =~1(J), onde J = (h*(a)).

Demonstracao: A demonstragao é a analoga a apresentada no Teorema 2.5. ]

Exemplo 4.2. Seja C um cddigo ciclico com gerador principal g(a) =1+ a + a® € FoG,

n_

com G = (a) um grupo finito de ordem 9. Fazendo h(z) = i @ obtemos h(z) =
g(z

27 + 2% + 2* + 23 + x4+ 1. Dai, uma matriz teste de paridade do cédigo C' é
110110110
H= )
01 1011011
4.4 Zeros do Codigo Ciclico

A caracterizagao que vimos dos cddigos ciclicos foi através de polindmios divisores
de 2" — 1. Outra caracterizacao destes codigos ¢ feita através das raizes do polindmio

x™ — 1 e a descrevemos a seguir.
Sejam 2™ — 1 = [[ms(z) a fatoragao de 2™ — 1 em fatores moénicos irredutiveis

7
sobre K e ¢ uma raiz de m;(z) em alguma extensao de K. Entao m;(z) é o polinémio

minimal de £ sobre K.

Consideremos o cddigo ciclico C' gerado por m;(z). Dado f(z) € K|[z], vimos que
f(a) € C se, e somente se, f(a) = k(a)m;(a), para algum k(a) € KG, isto é, se, e somente
se, f(z) = k(x)m;(z) e, neste caso, f(§) = k(§)m;(§) = 0. Reciprocamente, se f(£) = 0,
entao m;(z) | f(x) e dai f(a) € C. Enfim, f(a) € C se, e somente se, f(§) = 0. Temos

assim o seguinte teorema:

Teorema 4.3. Sejam g(z) um divisor de x™ — 1 e &,&a, ..., &, 0 conjunto das raizes de

g(x) num corpo de decomposicao de x™ — 1 sobre K. Entdo

(C) = (g(a)) ={f(a) e KG : f(x) € K[z], f(&) = 0,..., f(&) = 0}.

7h0)
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Observacao 4.1. Se {£1,&, ..., &} € qualquer conjunto de raizes de " — 1, entdo o
polinémio gerador do cddigo ciclico {f(a) € KG : f(z) € K[z], f(&) =0,..., f(&) = 0}
¢ o minimo multiplo comum dos polinomios minimais para as raizes &1,&s, ..., E,.

Se F, é um corpo finito com ¢ elementos, dizemos que um elemento v € F, é um

elemento primitivo se a ordem de v é ¢ — 1, isto é, 4! = 1.

Vamos considerar {{1, &, ...,&,} um conjunto de raizes de ™ — 1 num corpo de
decomposi¢ao F do polindmio 2" — 1 e seja [F : K| = d o grau da extensao F sobre K e C
um cédigo gerado por g(a), onde g(x) = (x — &) ... (z — &,)-

n—1
Dado f(z) = Y bz’ € K[z], pelo Teorema 4.3, f(a) € C se, e somente se,
=0

n—1
f(&) = b;&l =0, parai=1,...,u. Assim, nossa descri¢do do cédigo C' em K" é:
=0

C:{(bo,bl,"' ,bn_l)EKnI bo+b1£i—|—"'+bn_1&n71:0, Vizl,...,u},

o que equivale ao conjunto dos elementos b = (bg, ...,b,_1) € K", tais que:
@ g g (b
@ag..g||n|
& & & o &) \ba 0

Hy

Note que H; possui entradas em [F e além disso, se b € K™ entao
beC & Hb=0.

Como F é uma extensao de K, podemos ver ' como espaco vetorial sobre K de dimensao
finita d. E uma base de F ¢ dada por B = {1,7,...,7% '}, onde v é um elemento primitivo
em K sobre F. Entao cada elemento 5;- € [ pode ser escrito como combinacgao linear dos

elementos de B. Isto é,
d—1

&= "
k=0
onde )\Z’j eK,comi=0,....n—1lej=1,...,u.
Representamos por [5;] o vetor coluna de K% das coordenadas de 5; com relacao a

base B. Entao definimos

13

[67]

3 I 371 B 151 R (S
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Assim, temos que

Ao bo 4+ Aoty + A hy 4 A+ A by

AL o + ALY by 4+ AL b 4 AL,
Hab = :

u,0 u,l u,2 u,n—1
)\0 bO+)\0 bl"’)\o bQ++)\0 bnfl

A0 by 4+ A% by 4 A2 by A+ -+ AL,

Proposicao 4.5. Dado b € K", b € C se, e somente se, Hyb = 0, onde Hy € a matriz
anterior. Como as linhas de Hy nao sdo, necessariamente, linearmente independentes,
escolhemos um conjunto mazximal de linhas linearmente independentes e obtemos uma
matriz H que ainda verifica

beC < Hb=0.

Como esta matriz é de posto maximo com esta propriedade, temos o seguinte:

Teorema 4.4. A matriz H construida acima é uma matriz teste de paridade para C.

Note que com essa tltima se¢ao ganhamos mais opgoes para obtermos algoritmos
de codificacao e decodificagdo. E basicamente, o estudo mateméatico dos cdédigos sobre
estruturas algébricas baseia-se nessa busca por melhores algoritmos. A utilizagao de dife-
rentes estruturas algébricas, como foi possivel perceber, nos retornam diferentes maneiras
de manipular um mesmo codigo. O que nos dird qual ou quais melhores ferramentas mate-
maticas utilizar sdo questoes relacionadas ao custo de implementacao desses algoritmos,
especialmente computacionalmente. Ao falarmos em custo, também estamos nos referindo
ao custo financeiro, mas nao podemos deixar de lado o custo humano de preparacao
para utilizar tais algoritmos. Logo, a busca por métodos que também simplifiquem esses
algoritmos obtidos é importante, ja que os profissionais que cuidam de tal implementacao,
em geral, engenheiros, querem algo que funcione e seja confiavel, mas que nao sejam tao

complexos para serem utilizados.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, analisamos os codigos corretores de erros sobre diferentes estruturas

algébricas e entendemos os beneficios que ganhamos ao fazer isso.

Inicialmente, estudamos os codigos sobre espacos vetoriais: os cédigos lineares,
que podem ser gerados a partir de matrizes. Vimos também que alguns cédigos lineares
sao enxergados como ideais de um certo anel, e, ao fazé-los, estes codigos podem ser
gerados a partir de polindmios, o que nos da significativa vantagem na busca por codigos
mais sofisticados, que afinal, é o que a teoria de cddigos busca. Por fim, mas nao menos
importante, realizamos codigos sobre algebras de grupo e percebemos que podemos gera-los
através de elementos da prépria dlgebra de grupo, facilitando ainda mais a busca por
melhores c6digos. Com esse breve estudo, ja foi possivel concluirmos que o estudo da
teoria de codigos utilizando estruturas algébricas traz enormes avangos e essa mescla de
teorias continua muito promissora, haja visto que constantemente novos resultados sobre
estruturas algébricas sao provados. A teoria de codigos corretores de erros estd inserida
no que chamamos de teoria da informacao que esta presente em praticamente todos os
momentos da nossa vida. A transmissao de informacao, especialmente por meios digitais,
requer cada vez mais codigos seguros e bons. Isto é, com bons parametros e, de preferéncia,
com baixo custo. Sendo assim, o desenvolvimento da teoria aqui apresentada serd sempre
objeto de estudos atuais e a utilizagao de novas ferramentas, como as estruturas algébricas,

trard novas perspectivas para a area.

Do ponto de vista matematico, caminhos naturais na sequéncia deste trabalho seria
estudar codigos de grupo sobre outros tipos de grupos, como por exemplo os abelianos,
os soluveis, entre outros. No entanto, do ponto de vista da matematica aplicada ou até
mesmo das engenharias, um outro caminho natural seria entender como funcionam os
parametros dos codigos realizados sobre dlgebras de grupo e dai avaliar o quao bons sao
estes codigos. O entendimento da qualidade dos codigos, especialmente para os engenheiros,
tem uma razao Obvia: seria possivel implementar estes codigos na pratica? Neste trabalho
nao tinhamos essa ambicao de responder tal pergunta, mesmo porque para a compreensao
da implementacao destes cddigos necessitamos de um estudo mais aprofundado sobre
conhecimentos de engenharia e transmissao de informacao. Porém, vale ressaltar que o
entendimento matematico da teoria nos da, também, uma base para prosseguir os estudos

nas areas aplicadas da matematica.
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