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Ementa: Matriz de uma transformacao linear; operacées com transformacoes lineares;
operadores lineares.

Objetivos: Determinar a matriz de uma transformacao linear e utiliza-la na resolugao

de problemas envolvendo transformacoes lineares.

1 Transformacoes lineares e matrizes

Se U e V sao espacos vetoriais de dimensao finita e fixarmos bases para estes espacos, entao
uma transformacao linear T : U — V pode ser representada por uma matriz. Vejamos como

determinar tal matriz.

Sejam U e V espacos vetoriais de dimensoes n e m respectivamente e T': U — V uma
transformagao linear. Fixemos o = {uy,us,...,u,} base de U e 8 = {vy,vq,...,0,} base
de V. Como f é base de V, para cada u; € o podemos determinar a;;, com 1 <i < m e
1 <7 <n tais que

T(UJ) = Q101 + ...+ Qmj U,
Assim, para u = kjuy + kous + . .. + k,u,, teriamos
T(u) = ki(a1v1 + ... + GmaVm) + ... + kp(@1n01 + - ..+ GnpU)-
E dai as coordenadas de T'(u) na base [ seriam dadas por

Clllk’l + algkg + ...+ (Ilnk’n aq aig ... QA1 ]{?1
[T'(u)]s = : =1 + i |5 =15 e,

amlkl + am2k2 +...+ amnkn m1 Am2 .- amnkn kn

onde a matriz
a1 19 ce Q1n

m1 Am2 .- amnkn



representa T em relacao as bases a e 3, e é chamada matriz de T' nas bases a e (3.

Exemplo 1 Seja a aplicacio T : R* — R?, dada por T(x,y) = (2 — y,x). Determine a
matriz da transformacao, considerando a base canoénica.
Solucao: A base canonica de R? é {e1,es}, onde e = (1,0) e ea = (0,1). Aplicando a

transformacao em ey e eg, temos:
T(1,0) =(2,1)=2-e1+1-ey

T0,1) =(=1,0) =(=1)-e1 +0- ey

A matriz da transformagao, [T, serd uma matriz do tipo 2 X 2 cujas colunas sao as coorde-

[T]=[f ‘01]

Exemplo 2 Seja a aplicagio T : R?* — R3, dada por T(z,y)

nadas de T(e;) na base canéninca

Determine a matriz da transformagao [T)%, com a = {(1,0),(1,1)} base do R* e § =
{(1,0,0),(0,1,1),(0,0,1)} base do R3.

Solucao: Aplicando a transformacdao na base do dominio, teremos que:
T(1,0) =(2,1,1)

T(1,1) = (1,—1,3)

Escrevendo as imagens dos elementos da base «, pela transformacao linear T', como com-
binacao linear dos elementos da base [:

(2,1,1) = a11(1,0,0) + a2 (0,1,1) + a31(0,0, 1) = (a1, as, as + as)

ap = 2 ap =2 ay = 2 ay = 2
a21:1 <~ a21:1 <~ CL21:1 ~ CL21:1
as; +az; =1 az; = 1 —ag az; =1—1 az; =0

Assim, o vetor na base 3, serd [(2,1,1)]s = (2,1,0).

(1,-1,3) = a12(1,0,0) + a22(0,1,1) 4+ a32(0,0,1) = (a12, ase, aze + ass)

aip =1 ap =1 app =1 ajp =1
Qg9 = —1 4 Qg = —1 54 Qg = —1 54 Qoo = —1
Ao + azx = 3 azy = 3 — as; =3 —(—1) azy =4

Assim, o vetor na base 3, serd [(1,—1,3)]s = (1,—1,4). Desta forma, a matriz da trans-

formacao é



Exemplo 3 Sabendo que a matriz de uma transformacao linear T : R?2 — R? nas bases
a={(1,0),(0,1)} do R? e 3 ={(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0)} do R? ¢

2 1
3= | -1 1
0 O

Encontre a expressao T(x,y).

Solucao: Pela definicao da matriz de uma transformacao linear, sabemos que:
7T(1,0)=2-(1,0,1) = 1-(0,1,1)+0-(1,1,0) = (2,—1,1)
T(0,1)=1-(1,0,1)4+1-(0,1,1)4+0-(1,1,0) = (1,1,2)

Contudo, todo elemento do R? poderd ser escrito de modo inico, como:
(z,y) = =(1,0) +y(0,1).
Aplicando a transformacgao, teremos:
T(z,y)=2-T(1,0)+y-T(0,1) & T(z,y) = x(2,-1,1)+y(1,1,2) = x4y, —z+y,x+2y)
ST(xy) = 2x+y,—x+y,x+ 2y)
Exemplo 4 Seja T : R?* — R? uma transformacao linear com matriz:
1 2 -3 ]
-4 2 =5
Determine a aplicagio T(x,y), tal que o seja a base canonica de R e B a base candnica do

R2.

Solucao:

715 =

Como as bases sao as canonicas, pela definicio da matriz de uma transformacdo linear,

temos:
T7(1,0,0) = (1,—-4)
7(0,1,0) = (2,2)
7(0,0,1) = (—3,-5)
Assim

(z,y,z) =x(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0,1)
T(x,y,2) =2-T7(1,0,0) +y-7(0,1,0) + z - T(0,0,1)

STz, y,2) = (v + 2y — 3z, —4x + 2y + 52)



2 Operacoes com transformacoes lineares

Sejam T : U — V e S : U — V transformagoes lineares. A soma de T e S é uma nova

transformacao linear definida, para todo u € U, por
(T + S)(u) =T(u) + S(u).

E dado k € R, o produto de k por T ¢ a transformagao linear definida, para todo u € U,
por

(kT)(u) = kT (u).
Se U e V sao espagos vetoriais de dimensao finita, o é base de U e 3 é base de V' entao
[T+ 8] =[T]5+[S]z e
KT = k(TS

com k € R.

Exemplo 5 Sejam as transformagoes lineares Ty : R? — R3 dada por Ty(x,y) = (v —
y,2r +y,—2z) e Ty : R? — R® dada por To(z,y) = (2 —y,x — 3y,y). Determine as
sequintes transformacoes lineares de R? em R3:

1. Ta = T1 - TQ;
2. Ty = 3Ty — 2T5.

Solucao:

E importante notar que tanto Ty, como Ts, sao transformacoes lineares de R? em R3, logo:
1. Ty(z,y) = (x —y, 2z +y,—22) — 2z —y, v — 3y,y) = (—z,x + 4y, —22 — y)
2.
Ty(z,y) = 3(x —y,2x +y, —2x) — 2(2x — y,z — 3y, y)

= (3z — 3y, 6z + 3y, —62) — (4x — 2y, 2x — 6y, 2y)
= (—x —y, 4z + 9y, —6x — 2y)

Exemplo 6 Sabendo que Ty : R3 — R3 e Ty : R3 — R? sdo transformacoes lineares e que

suas matrizes em relacao a base canénica de R® sdo:

1 00 0 00
Tl=102 0:T=]000
0 01 0 01
Determine [Ty + 2 - T3).
Solucao:
100 000 10
T+T)=]020+2-l000|=]0 2
0 01 0 01 0 0



3 Operadores lineares

Quando a transformacao linear é de um espago V nele mesmo a chamamos de operador
linear.

Exemplo 7 Verifique se a aplicagio T : R* — R? dada por T'(z,y) = (3z + 2y, 2x + 5y), ¢
uma transformacao linear e consequentemente um operador linear.
Solugcao: Para a transfromacdao ser linear, ela deve satisfazer duas condicoes, na qual

verificamos abaivo. Dado, uy = (x1,11) € R?, uy = (29,92) € R? e a € R, teremos que:

(’L) T(u1 + Ug) = T(SL’l + T2, Y1 + y2) = (3371 + 3LU2 + 2y1 + 2y2,2x1 + 2132 + 53/1 + 5y2) =
(31‘1 + 2y1, 21’1 + 5y1) + (3:[‘2 + 2y2, 21‘2 + 5y2) = T(ul) + T(UQ)

(i) T(auy) = T(a(z1,y1)) = T'(axq, ayr) = (3ax; + 2ay1, 2azx1 + bay,) =
a(3x1 + 2y1, 221 + 5y1) = aT'(uq)

- T € uma transformacao linear de R? em R?, logo um operador linear em R?. Além disso,

essa transformagao se classifica como wm operador linear simétrico, ou seja, ([T]s)" = [T]s.

Dado um espago vetorial V' de dimensao finita e escolhidas duas bases de V', digamos «
e [, temos uma relagao entre as matrizes que dao as coordenadas de um vetor v € V' nessas
duas bases. Basta utilizarmos o operador linear identidade Iy, : V' — V dado por Iy (v) = v.

Assim, temos
[v]s = [Iv]5 - [v]a;

onde chamamos a matriz [Iy]§ de matriz mudanca de base de a para f3.

Exemplo 8 Considere as bases ordenadas de R?®, o = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e
g =A{(1,2,-1),(1,-2,0),(1,1,—1)}. Assim, determine:
1. A matriz mudanca de base de 3 para o, [M]?

%4

2. As coordenadas de v com relacio a base a, tal que o elemento v = (6,2, —7) € R® tem

a sequinte matriz de coordenadas com relacdo a base [3:

vg=1 2
—7

Solucao:
1. Escrevendo os elementos da base  como combinagao linear dos elementos da base o:
(1,2,-1) = a11(1,0,0) + a21(0,1,0) + a3 (0,0,1) = (a1, a1, az)

(1a _2a O) - a'12(17 07 0) + (122(0, ; 17 0) + a32(07 Oa 1) - (a127 22, a32)



(1,1, -1) = a13(1,0,0) + a3(0,1,0) 4+ a33(0,0,1) = (a3, ass, ass)

Logo, a matriz mudang¢a de base de  para o, serd:

@11 Q12 Q13 1 1 1
(M8 = | ap ag ags | = 2 =2 1
agy ag2 G33 -1 0 -1

2. Pela defini¢ao, temos que:

Logo
1 1 1
[V]o = 2 =2 1 2 = |1
-1 0 -1 -7 1

4 Exercicios

(1) Determine a matriz da transformacao de cada uma das seguintes transformagoes line-

ares:

(a) T:R3> - R3e T(x,y,2) = (2z —y,0,y + z), considerando a base canonica do R?;
(b) T :R3 — R*dada por T'(z, vy, 2) = (2z+y—=z,2+2y), com « = {(1,0,0), (2,—1,0),(0,1,1)}
base do R? e 8 = {(—1,1),(0,1)} base do R?.

(2) Seja T : R* — R? dada por T(z,y,2) = (2x — y,2y — 2,32) e considere as bases
a=1{(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} e 5 = {(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)}. Determine:

1 0 -1
-1 1 1
Sendo o = {(0,1,1),(1,0,0),(1,0,1)} e 8 = {(—1,0), (0, —1)} bases do R? e do R?,

respectivamente. Encontre a expressao de T'(x,y, 2).

(4) SejaT : R® — R? um operador linear tal que 7'(1,0,1) = (1,1,0), T(0,1,0) = (1,0, —1)
e T(0,1,1) = (0,0, 1).

(a) Determine T'(z,y, 2);

(b) Determine a matriz de transformagio com respeito a base canonica de R3.

(5) Seja T : R? — R? a transformagao linear que na base canonica de R? é representada

)

por

Calcule T'(z,y).



(6) Sejam S e T operadores lineares de R? definidos por S(x,y) = (x — 2y,y) e T'(z,y) =
(2x, —y). Determinar:

(a) S+T;
(b) T —5;
(c) 25 +4T.

(7) Sabendo que S,T: R3 — R?, e que suas matrizes de transformacao linear em relacao a
base canonica de R3 sejam:

Determine [S — 5 - T7.

(8) Considere as bases a = {(1,0),(0,1)} e 8 = {(1,1),(0,1)} para R?. Encontre a matriz
mudanga de base de § para a.

(9) Considere a matriz de mudanca da base 3 para a de R3.

Q
NN NI= O

Se o elemento v € R? tem matriz de coordenadas com relacdo a base 5 dada por:

9
wlg=10
4

Determine a matriz de coordenadas de v com relagao a base «.

(10) Seja T : R® — R3 um operador linear tal que T'(z,y,2) = (z —y,x+2y — 2,5 — 2). De-
termine T3, sendo o = {(1,0,0),(0,1,1),(1,0,1)} e 8 ={(1,0,1),(0,1,1),(0,0,1)}.
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