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Módulo 11: Transformações lineares - Parte II

Ementa: Matriz de uma transformação linear; operações com transformações lineares;

operadores lineares.

Objetivos: Determinar a matriz de uma transformação linear e utilizá-la na resolução

de problemas envolvendo transformações lineares.

1 Transformações lineares e matrizes

Se U e V são espaços vetoriais de dimensão finita e fixarmos bases para estes espaços, então

uma transformação linear T : U → V pode ser representada por uma matriz. Vejamos como

determinar tal matriz.

Sejam U e V espaços vetoriais de dimensões n e m respectivamente e T : U → V uma

transformação linear. Fixemos α = {u1, u2, . . . , un} base de U e β = {v1, v2, . . . , vm} base

de V . Como β é base de V , para cada uj ∈ α podemos determinar aij, com 1 ≤ i ≤ m e

1 ≤ j ≤ n tais que

T (uj) = a1jv1 + . . .+ amjvm.

Assim, para u = k1u1 + k2u2 + . . .+ knun, teŕıamos

T (u) = k1(a11v1 + . . .+ am1vm) + . . .+ kn(a1nv1 + . . .+ amnvm).

E dáı as coordenadas de T (u) na base β seriam dadas por

[T (u)]β =

 a11k1 + a12k2 + . . .+ a1nkn
...

am1k1 + am2k2 + . . .+ amnkn

 =

 a11 a12 . . . a1n
...

...
. . .

...

am1 am2 . . . amnkn

·
 k1

...

kn

 = [T ]αβ ·[u]α,

onde a matriz

[T ]αβ =

 a11 a12 . . . a1n
...

...
. . .

...

am1 am2 . . . amnkn
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representa T em relação às bases α e β, e é chamada matriz de T nas bases α e β.

Exemplo 1 Seja a aplicação T : R2 → R2, dada por T (x, y) = (2x − y, x). Determine a

matriz da transformação, considerando a base canônica.

Solução: A base canônica de R2 é {e1, e2}, onde e1 = (1, 0) e e2 = (0, 1). Aplicando a

transformação em e1 e e2, temos:

T (1, 0) = (2, 1) = 2 · e1 + 1 · e2

T (0, 1) = (−1, 0) = (−1) · e1 + 0 · e2

A matriz da transformação, [T ], será uma matriz do tipo 2× 2 cujas colunas são as coorde-

nadas de T (ei) na base canôninca

[T ] =

[
2 −1

1 0

]

Exemplo 2 Seja a aplicação T : R2 → R3, dada por T (x, y) = (2x − y, x − 2y, x + 2y).

Determine a matriz da transformação [T ]αβ , com α = {(1, 0), (1, 1)} base do R2 e β =

{(1, 0, 0), (0, 1, 1), (0, 0, 1)} base do R3.

Solução: Aplicando a transformação na base do domı́nio, teremos que:

T (1, 0) = (2, 1, 1)

T (1, 1) = (1,−1, 3)

Escrevendo as imagens dos elementos da base α, pela transformação linear T , como com-

binação linear dos elementos da base β:

(2, 1, 1) = a11(1, 0, 0) + a21(0, 1, 1) + a31(0, 0, 1) = (a11, a21, a21 + a31)
a11 = 2

a21 = 1

a21 + a31 = 1

⇔


a11 = 2

a21 = 1

a31 = 1− a21
⇔


a11 = 2

a21 = 1

a31 = 1− 1

⇔


a11 = 2

a21 = 1

a31 = 0

Assim, o vetor na base β, será [(2, 1, 1)]β = (2, 1, 0).

(1,−1, 3) = a12(1, 0, 0) + a22(0, 1, 1) + a32(0, 0, 1) = (a12, a22, a22 + a32)
a12 = 1

a22 = −1

a22 + a32 = 3

⇔


a12 = 1

a22 = −1

a32 = 3− a22
⇔


a12 = 1

a22 = −1

a32 = 3− (−1)

⇔


a12 = 1

a22 = −1

a32 = 4

Assim, o vetor na base β, será [(1,−1, 3)]β = (1,−1, 4). Desta forma, a matriz da trans-

formação é

[T ]αβ =

 2 1

1 −1

0 4
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Exemplo 3 Sabendo que a matriz de uma transformação linear T : R2 → R3 nas bases

α = {(1, 0), (0, 1)} do R2 e β = {(1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 0)} do R3 é

[T ]αβ =

 2 1

−1 1

0 0

 .
Encontre a expressão T (x, y).

Solução: Pela definição da matriz de uma transformação linear, sabemos que:

T (1, 0) = 2 · (1, 0, 1)− 1 · (0, 1, 1) + 0 · (1, 1, 0) = (2,−1, 1)

T (0, 1) = 1 · (1, 0, 1) + 1 · (0, 1, 1) + 0 · (1, 1, 0) = (1, 1, 2)

Contudo, todo elemento do R2 poderá ser escrito de modo único, como:

(x, y) = x(1, 0) + y(0, 1).

Aplicando a transformação, teremos:

T (x, y) = x ·T (1, 0)+y ·T (0, 1)⇔ T (x, y) = x(2,−1, 1)+y(1, 1, 2) = (2x+y,−x+y, x+2y)

∴ T (x, y) = (2x+ y,−x+ y, x+ 2y)

Exemplo 4 Seja T : R3 → R2 uma transformação linear com matriz:

[T ]αβ =

[
1 2 −3

−4 2 −5

]

Determine a aplicação T (x, y), tal que α seja a base canônica de R3 e β a base canônica do

R2.

Solução:

Como as bases são as canônicas, pela definição da matriz de uma transformação linear,

temos:

T (1, 0, 0) = (1,−4)

T (0, 1, 0) = (2, 2)

T (0, 0, 1) = (−3,−5)

Assim

(x, y, z) = x(1, 0, 0) + y(0, 1, 0) + z(0, 0, 1)

T (x, y, z) = x · T (1, 0, 0) + y · T (0, 1, 0) + z · T (0, 0, 1)

T (x, y, z) = x · (1,−4) + y · (2, 2) + z · (−3,−5) = (x+ 2y − 3z,−4x+ 2y + 5z)

∴ T (x, y, z) = (x+ 2y − 3z,−4x+ 2y + 5z)
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2 Operações com transformações lineares

Sejam T : U → V e S : U → V transformações lineares. A soma de T e S é uma nova

transformação linear definida, para todo u ∈ U , por

(T + S)(u) = T (u) + S(u).

E dado k ∈ R, o produto de k por T é a transformação linear definida, para todo u ∈ U ,

por

(kT )(u) = kT (u).

Se U e V são espaços vetoriais de dimensão finita, α é base de U e β é base de V então

[T + S]αβ = [T ]αβ + [S]αβ e

[kT ]αβ = k[T ]αβ ,

com k ∈ R.

Exemplo 5 Sejam as transformações lineares T1 : R2 → R3 dada por T1(x, y) = (x −
y, 2x + y,−2x) e T2 : R2 → R3 dada por T2(x, y) = (2x − y, x − 3y, y). Determine as

seguintes transformações lineares de R2 em R3:

1. Ta = T1 − T2;

2. Tb = 3T1 − 2T2.

Solução:

É importante notar que tanto T1, como T2, são transformações lineares de R2 em R3, logo:

1. Ta(x, y) = (x− y, 2x+ y,−2x)− (2x− y, x− 3y, y) = (−x, x+ 4y,−2x− y)

2.

Tb(x, y) = 3(x− y, 2x+ y,−2x)− 2(2x− y, x− 3y, y)

= (3x− 3y, 6x+ 3y,−6x)− (4x− 2y, 2x− 6y, 2y)

= (−x− y, 4x+ 9y,−6x− 2y)

Exemplo 6 Sabendo que T1 : R3 → R3 e T2 : R3 → R3 são transformações lineares e que

suas matrizes em relação a base canônica de R3 são:

[T1] =

 1 0 0

0 2 0

0 0 1

; [T2] =

 0 0 0

0 0 0

0 0 1

.
Determine [T1 + 2 · T2].
Solução:

[T1 + T2] =

 1 0 0

0 2 0

0 0 1

 + 2 ·

 0 0 0

0 0 0

0 0 1

 =

 1 0 0

0 2 0

0 0 3
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3 Operadores lineares

Quando a transformação linear é de um espaço V nele mesmo a chamamos de operador

linear.

Exemplo 7 Verifique se a aplicação T : R2 → R2 dada por T (x, y) = (3x+ 2y, 2x+ 5y), é

uma transformação linear e consequentemente um operador linear.

Solução: Para a transfromação ser linear, ela deve satisfazer duas condições, na qual

verificamos abaixo. Dado, u1 = (x1, y1) ∈ R2, u2 = (x2, y2) ∈ R2 e a ∈ R, teremos que:

(i) T (u1 + u2) = T (x1 + x2, y1 + y2) = (3x1 + 3x2 + 2y1 + 2y2, 2x1 + 2x2 + 5y1 + 5y2) =

(3x1 + 2y1, 2x1 + 5y1) + (3x2 + 2y2, 2x2 + 5y2) = T (u1) + T (u2)

(ii) T (au1) = T (a(x1, y1)) = T (ax1, ay1) = (3ax1 + 2ay1, 2ax1 + 5ay1) =

a(3x1 + 2y1, 2x1 + 5y1) = aT (u1)

∴ T é uma transformação linear de R2 em R2, logo um operador linear em R2. Além disso,

essa transformação se classifica como um operador linear simétrico, ou seja, ([T ]β)t = [T ]β.

Dado um espaço vetorial V de dimensão finita e escolhidas duas bases de V , digamos α

e β, temos uma relação entre as matrizes que dão as coordenadas de um vetor v ∈ V nessas

duas bases. Basta utilizarmos o operador linear identidade IV : V → V dado por IV (v) = v.

Assim, temos

[v]β = [IV ]αβ · [v]α,

onde chamamos a matriz [IV ]αβ de matriz mudança de base de α para β.

Exemplo 8 Considere as bases ordenadas de R3, α = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} e

β = {(1, 2,−1), (1,−2, 0), (1, 1,−1)}. Assim, determine:

1. A matriz mudança de base de β para α, [M ]βα;

2. As coordenadas de v com relação a base α, tal que o elemento v = (6, 2,−7) ∈ R3 tem

a seguinte matriz de coordenadas com relação a base β:

[v]β =

 6

2

−7



Solução:

1. Escrevendo os elementos da base β como combinação linear dos elementos da base α:

(1, 2,−1) = a11(1, 0, 0) + a21(0, 1, 0) + a31(0, 0, 1) = (a11, a21, a31)

(1,−2, 0) = a12(1, 0, 0) + a22(0, , 1, 0) + a32(0, 0, 1) = (a12, a22, a32)
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(1, 1,−1) = a13(1, 0, 0) + a23(0, 1, 0) + a33(0, 0, 1) = (a13, a23, a33)

Logo, a matriz mudança de base de β para α, será:

[M ]βα =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 =

 1 1 1

2 −2 1

−1 0 −1


2. Pela definição, temos que:

[v]α = [M ]βα · [v]β

Logo

[v]α =

 1 1 1

2 −2 1

−1 0 −1

 ·
 6

2

−7

 =

 1

1

1


4 Exerćıcios

(1) Determine a matriz da transformação de cada uma das seguintes transformações line-

ares:

(a) T : R3 → R3 e T (x, y, z) = (2x− y, 0, y+ z), considerando a base canônica do R3;

(b) T : R3 → R2 dada por T (x, y, z) = (2x+y−z, x+2y), com α = {(1, 0, 0), (2,−1, 0), (0, 1, 1)}
base do R3 e β = {(−1, 1), (0, 1)} base do R2.

(2) Seja T : R3 → R3 dada por T (x, y, z) = (2x − y, 2y − z, 3z) e considere as bases

α = {(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)} e β = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}. Determine:

(a) [T ]αβ ;

(b) [T ]βα.

(3) Seja T : R3 → R2 tal que:

[T ]αβ =

[
1 0 −1

−1 1 1

]
Sendo α = {(0, 1, 1), (1, 0, 0), (1, 0, 1)} e β = {(−1, 0), (0,−1)} bases do R3 e do R2,

respectivamente. Encontre a expressão de T (x, y, z).

(4) Seja T : R3 → R3 um operador linear tal que T (1, 0, 1) = (1, 1, 0), T (0, 1, 0) = (1, 0,−1)

e T (0, 1, 1) = (0, 0, 1).

(a) Determine T (x, y, z);

(b) Determine a matriz de transformação com respeito à base canônica de R3.

(5) Seja T : R2 → R2 a transformação linear que na base canônica de R2 é representada

por [
3 2

1 2

]
Calcule T (x, y).
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(6) Sejam S e T operadores lineares de R2 definidos por S(x, y) = (x− 2y, y) e T (x, y) =

(2x,−y). Determinar:

(a) S + T ;

(b) T − S;

(c) 2S + 4T .

(7) Sabendo que S,T : R3 → R3, e que suas matrizes de transformação linear em relação a

base canônica de R3 sejam:

[S] =

 1 0 0

0 2 0

1 −1 0

 ; [T ] =

 1 0 −1

0 1 0

0 0 1

 .
Determine [S − 5 · T ].

(8) Considere as bases α = {(1, 0), (0, 1)} e β = {(1, 1), (0, 1)} para R2. Encontre a matriz

mudança de base de β para α.

(9) Considere a matriz de mudança da base β para α de R3.

[T ]βα =

 0 1 0
1
2
−1 1

2
2
2

0 −1
2


Se o elemento v ∈ R3 tem matriz de coordenadas com relação a base β dada por:

[v]β =

 2

0

4


Determine a matriz de coordenadas de v com relação a base α.

(10) Seja T : R3 → R3 um operador linear tal que T (x, y, z) = (x−y, x+ 2y− z, y− z). De-

termine [T ]αβ , sendo α = {(1, 0, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1)} e β = {(1, 0, 1), (0, 1, 1), (0, 0, 1)}.
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