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RESUMO

UMA INTRODUCAO A TEORIA DE GRUPOS COM APLICACOES

Este trabalho possui o intuito de apresentar elementos primordiais da Teoria Basica
de Grupos, trazendo as principais defini¢oes, teoremas e exemplos, apresentando de forma
detalhada algumas caracteristicas dessa estrutura. No escopo desse trabalho comentamos
alguns resultados acerca de grupos especificos tais como os grupos ciclicos, grupos finita-
mente gerados, grupo das permutacoes e a classificacao de grupo de ordem pequena, dentre
outros. E por fim apresentamos o software GAP, que nos é ttil para o estudo de estruturas
algébricas, e mais especificamente, mostramos aplica¢oes praticas do programa em relacao
aos fundamentos tedricos estudados, com o intuito de mostrar a relevancia dessa ferramenta
nos estudos e pesquisas de cunho algébrico.

Palavras-chave: Teoria de Grupos. Grupos finitos. Grupos ciclicos. GAP.



INTRODUCAO

A Teoria de Grupos surgiu como objeto de estudo das permutagoes e possuia o fundamento
em realizar investigagoes acerca de equagoes polinomiais. Sabia-se que equacoes de até quarto
grau eram soluveis por meio de radicais, a partir disso, estudos vinham em busca de analisar
se equacoes de quinto grau eram também soliveis através de expressoes radicias e esse objeto
de estudo foi alvo de pesquisa de diversos matematicos, onde em 1824, através de trabalhos
dos matematicos Lagrange, P. Ruffini e Abel comprovou-se que as equagoes de quinto grau
nao possuiam solucao através de expressoes radicais, mas a centralidade da temética ainda
estava sem resposta, pois nao se conseguia definir quando uma equacao polinomial de quinto
ou maior grau era ou nao soluvel por meio de radicais. Tal resposta foi trazida a academia
através de Liouville, no ano de 1843, quando apresentou trabalhos do matemaético Evarist
Galois que continham a solugao, isto é, determinava quando uma equacao de maior ou igual
que o quinto grau era soltuvel.

Por outro lado, uma linha de pesquisa em algebra seguia uma caracteristica bastante
diferente, de modo que na Inglaterra, diversos pesquisadores matematicos defendiam que a
algebra poderia tomar estruturagoes axiomaticas, visto que possuia alicerces bastante solidos,
assim como a Geometria. Nessa vertente ideolégica, Arthur Cayley descreveu a primeira de-
finicao abstrata de Grupo em um trabalho no ano de 1854. Foi uma definicao um pouco
diferente da usada hoje, sendo elas equivalentes. A definicao que usamos hoje foi descrita
por Walther von Dyck, no ano de 1882, onde diz-se que um conjunto nao vazio G, com uma
operacao * é um Grupo se esta operacao for associativa, se existir elemento neutro para essa
operacao em G e se para todo elemento em G existir um elemento inverso. Se a operacao
ainda for comutativa, dizemos que o grupo é abeliano.

No presente trabalho, introduzimos a Teoria basica de Grupos e para isso dividimos o
trabalho em 3 capitulos. No primeiro, trouxemos os principais resultados acerca da Teoria



de Grupos, que sao as defini¢coes, Teoremas e exemplos acerca da tematica, seguindo as re-
feréncias [3] e [4].

No segundo capitulo trouxemos exemplos caracteristicos do estudo da Teoria de Grupos,
tais como: Grupos Ciclicos, Grupos Finitos Gerados por Dois Elementos a e b onde ab = a°b,
Grupo das Permutagoes e Classificacao de Grupo de Ordem Pequena, mostrando algumas
caracteristicas especificas de cada estrutura, nesta se¢ao utilizamos as referéncias [I] e [3].

No terceiro capitulo objetivamos apresentar uma aplicacao de tal estrutura algébrica
utilizando o software GAP, visualizando alguns tépicos fundamentais através de codigos des-
critos em seu sistema, pois por meio do GAP pode-se visualizar, de forma direta, resultados
em tal estrutura, que por muitas vezes, sao bastante abstratos. Nesse capitulo seguimos
fielmente a referéncia [I].



CAPITULO 1
TEORIA BASICA DE GRUPOS

Como nosso primeiro capitulo queremos introduzir os conceitos primordiais que estao relaci-
onados a teoria de Grupos, trazendo as principais defini¢oes voltadas a tematica e também
destacar alguns elementos chaves para desenvolvimento da parte tedrica e pratica pertencente
ao escopo do trabalho, aqui serao retratados pontos importantissimos que sao a definicao
e exemplos de grupos, subgrupos, subgrupos normais, grupos quocientes e homomorfismos
de grupos, trazendo algumas demonstracoes dos principais teoremas e proposicoes acerca de
tais topicos. Tal capitulo traz conceitos descritos e desenvolvidos por grandes matemaéticos
tais como Galois, Abel, dentre outros. As principais referéncias para o desenvolvimento do
capitulo sao [3], [4].

1.1 Definicao e exemplos
Um grupo G é um conjunto nao vazio munido de uma operagao

x:GxG—=d

(a,b) — axb,

satisfazendo as seguintes propriedades:

i) Associatividade:
(axb)xc=ax(bxc); Va,bceG

ii) Elemento neutro:

Existe e € G tal que
exa=axe=a, VaeG

4



Definicao e exemplos

iii) Elemento inverso:

V g € G existe g~* € G tal que

grg l=e=g "%y

Proposicao 1.1 Seja G um grupo com a operacao *, onde e é o elemento neutro, entdo:
a) O elemento neutro € unico;
b) O elemento inverso € inico;

Demonstracao:

a) Sejam e, e; elementos neutros de G, ou seja:

e=e*xe;=e ke e e =e xe=ex*xe logoe=eq;
Observacao 1.1 FE usual denotarmos o unico elemento neutro de G por e.

b) Sejam g € G e g1, g2 € G elementos inversos de g, dai
G1=gixe=g1x(gxga) = (g1 %7) *ga=ex*ga= g

Observacao 1.2 E usual denotarmos o unico inverso de g € G por g~

Definicao 1.1 Um grupo G € denominado comutativo (ou abeliano) se
gxh=hxg, Vg, heG
Exemplo 1.1 (Z,+) € um grupo abeliano infinito.
Exemplo 1.2 (C,+) e (R, +) sdo grupos aditivos abelianos.
Exemplo 1.3 Considere um conjunto G nao vazio e defina
G ={f:G— G, [ € bijetora}.
A operagio que definiremos para G’ serd a composi¢ao de fungoes, isto é:
0:G'xG — G
(g, f) = gof
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Temos que (G',0) é um grupo onde seu elemento neutro é a aplicagdo identidade dada

por

[GiG—)G
T +— .

Esse grupo G' que acabamos de definir € chamado grupo das permutacées do con-
junto G. Se G =1,2,3,....,n, denotamos das permutacoes de G por G, e tal grupo possui

n! elementos.
Usualmente, denotamos os elementos do grupo G, da sequinte forma:

(st st 100)

Vamos considerar o sequinte exemplo
1 2 3
2 31

Temos que f(1) =2, f(2) = 3,ef(3) = 1. Podemos utilizar a notagao ciclica (123), para
representar essa permutacao, onde o elemento sequinte € a imagem do anterior. Temos que
o grupo G, é formado pelos sequintes elementos:

12 3 12 3 12 3
eG:(1 2 3>f1:(2 1 3>f2:<1 3 2)
12 3 12 3 12 3
f3:<3 2 1>f4:<2 3 1)f5:<3 1 2)

1.1.1 Subgrupos

Considerando G um grupo e H um subconjunto nao vazio de GG. Diz-se que H ¢é subgrupo
de G se e s6 se H for um grupo com a operacao herdada de G.

Proposicao 1.2 Seja (G, *) um grupo com elemento neutro e, e H um subconjunto nao
vazio de G. H € subgrupo de G se, e somente se, sao vdlidas as sequintes condicies

i) e€ H;
ii) Yhy,he € H tem-se hy x hy € H;

i) Vh € H tem-se h™' € H;
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Demonstragao:
(=) De fato, segue imediatamente das definigdes de grupo, da unicidade do elemento
neutro e da unicidade do inverso de cada elemento do grupo G.

(<) Basta observar que a condigao (ii) (H é fechado para a operacao de G) mostra que

a operacao de GG induz a operagao em H e essa operacao sera também associativa ja que a
operacao ¢é associativa em G.

|

Se H for subgrupo do grupo G entao denota-se H < G.
Exemplo 1.4 Se G ¢é grupo, entio {e} e G sdo subgrupos de G, ditos subgrupos triviais.
Exemplo 1.5 Sejan € Z. Temos que (nZ,+) é subgrupo de (Z,+).
Exemplo 1.6 Seja G um grupo e x € G. Entio Cy(z) ={y € G:y*xx =x*xy} € um

subgrupo de G denominado centralizador de x em G.

1.2 Classes laterais e Teorema de Lagrange

A priori, consideremos G um grupo e H < . Nesta secao, iremos definir uma relacao de
equivaléncia em G que dependera do subgrupo H fixado e estudaremos as classes de equi-
valéncia dessa relacao.

Para cada par z,y € G dizemos que = é congruente a y médulo H se x xy~* € H, isto

v =y(modH) < x*y ' € H.
A relacao definida acima é uma relacao de equivaléncia. De fato,
i) * = z(modH), para todo x € G pois e =z * 271 € H. Logo a relacdo é simétrica;

ii) Se r = y(modH) entdao y = z(modH), pois se z*y~' € H entdao x xy ' = hy € H.
Dai, hj' =y*2~' = (z+xy~")~! € H. Logo a relacio é reflexiva;

iii) Se x = y(modH) e y = 2(modH) entdao v = z(modH) pois, rxy™* € Heyxz"' € H.
Logo (zxy™') x (y*x27') = (zx 271) € H e daf que a relacdo é transitiva.

As classes de equivaléncia da relacao definida acima sao dadas por

T={yeG:y=x(modH)}.
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' = h € H e consequentemente h * x = y.

Ou seja, sey € Tentao yx ! € H, isto é, yx 2~
Segue que

T={h*x:he€ H} = Hx,

onde Hzx serd denominada uma classe lateral a direita de H em G e de forma andloga
constroéi-se o conjunto xH = {x *h : h € H} denominado uma classe lateral a esquerda
de H em G.

O conjunto quociente, que contém todas as classes laterais a direita da relacao dada,
serd representado por

G/H ={Hz: z € G}

e de forma andloga
G/H ={zH : z € G}

descreve o conjunto para as classes laterais a esquerda.

Proposicao 1.3 Todas as classes laterais de H em G possuem a mesma cardinalidade de
H.

Demonstracgao:
Note que a funcao
f:H— Hx

h — hx

¢é claramente sobrejetiva e tomando hy, hy € H de modo que
hl ¥ r = hQ * X

logo
hi = hsy

e com isso temos que a fungao é também injetiva, ou seja, é bijetiva e dai |H| = |Hzx|.
u

Dado um grupo G, dizemos que a ordem de G é n e escrevemos |G| = n se G possui
exatamente n elementos. Neste caso, dizemos que G é um grupo finito. No caso de grupos
finitos um importante resultado, o Teorema de Lagrange, garante que qualquer subgrupo de
um grupo finito tem ordem que divide a ordem do grupo.

Teorema 1.1 (Teorema de Lagrange) Se G € um grupo finito e H € um subgrupo de G
entio |H| é um divisor de |G|, ou seja, a ordem de H é um divisor da ordem de G.

Demonstragao:
Considerando G um grupo finito e definida sobre G a relacao de equivaléncia = (modH)
temos que o conjunto quociente G/H é finito, dai
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G/H =n e G/H ={Hx,Hzs,...., Hz,}

Observe que G = HryUHxoU...UHz, e com isso |G| = |Hxy| + |Hza| + ... + |Hz,|
Segue da proposicao anterior que |G| = n|H]|, e portanto segue o resultado.

1.3 Subgrupos normais e grupos quocientes

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Para cada g € G, define-se a fungao 7,
(conjugacao pelo elemento g € GG) por
Ve : G — G
Ty (r) =g xwxg

Note que v, (H) = {v,(h) : h € H} = {g '*hxg: h € H}. Vamos denotar a conjugagao
de um elemento h por g por hY, isto é

Yo(h) =h? =g ' xhxg.

Daf faz sentido denotarmos por HY ou g~' * H x g o conjunto v,(H) = {v,(h) : h € H}.

Vejamos que HY é um é um subgrupo de G:
i) e=e? € HY;
De fato, y,(e) =g 'xexg=ce
i) h9«h{ e HI, ¥V h, hi e HY;
De fato W9« h = (g7  xhxg)x (g7 xhyxg) =g '« (h*hy)*xg € HY
iii) (h9)~' € HY9, V W9 € HY;

De fato, dado que h? € HY como h € H, h™' € H logo (h™')? € H9. Note que
(h9)x (W19 = (g7 xh*xg)* (g7 *h 1% g) =e, ouseja, (h™1)9 = (h9)"t € HY

Observe que a fungao v, transforma subgrupos de G' em subgrupos de G.

Definicao 1.2 Diz-se que um subgrupo H em G é normal se v,(H) = H9 C H, Vg € G.

Note que HY C H, para todo g € GG. Portanto, se H é um subgrupo normal de G, entao
HY9 = H, para todo g € G.

Se H é um subgrupo normal de G denotaremos “H < G”.
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Exemplo 1.7 {e} e G sdo subgrupos normais do grupo G;
Exemplo 1.8 Se G é um grupo abeliano entao qualquer subgrupo H de G é normal.

Defini¢ao 1.3 Diz-se que um grupo G # {e} é simples se e s se os unicos subgrupos
normais de G sao {e} e G.

Proposicao 1.4 Seja G um grupo, entdao:

i) N 4G < Ng =gN,Vg € G onde gN = {gn : n € N} € uma classe lateral (a
esquerda) de N em G;

ii) NNy <G = NNN; <G;
iii) H<G eN<1G=HN={hxn:he€ Hmnéec N} éum subgrupo de G,
w) N<G,N; <G = NxN; <G,
v) H<G,NIG=HNN <H.
Demonstracgao:
i) Basta observar que N9 =g '« Nxg= N & Ng = gN,Vg € G.

ii) Sexe NNNyege Gentaoxr € Ne X € Ni. Assim , 29 € N9= N e a? € N{ = Ny,
ou seja, 9 € NN N;. Assim (NN Ny )9 = NN Ny, Vg €G.

iii) Seja H < G e N < G, queremos provar que HN = {h*n : h € Hn € N} é um
subgrupo de G.
De fato,

a)ec Heec N=exe=ec HN.

b) Considerando hgng e hyny € HN = (hong)(hiny) = ho(hihy')(nohi)n, =
(hono)(hin1) = (hoh1)(h{*nohi)ny, e se denotarmos h = hohy,n = ngl *n; tere-
mos h € H,n" xny € N = N e n = nl' *ny, assim

(hono)(hlnl) =hn € HN.

¢) Tomando r =hn € HN = r ' =n'h ' =Y (hxnt«h™'), mash™ € He
hsn'sxh™'=(n )" e N =N, ouseja, r ' € HN.

iv) Basta observar que Vg € G temos

(NN,)? =g '+ (NNy)g= (g "'Ng)(g ' Nig) = NN/

e como N9 =N e N{ = N,Vg € G, segue que (NNy)? = NN,Vg € G.
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v) Considerando x € HNN eh € H=x € Nea" € N¥ = N, como z,h € H segue
imediatamente que " € H N N,Vh € H.

Vamos utilizar a relagao de equivaléncia definida anteriormente para trabalhar com o con-
junto quociente daquela relagao que poderemos, sob certa circunstancia, muni-lo com estru-
tura de grupo. Este sera chamado grupo quociente.

Seja G um grupo e N < G. Sabe-se que
v,y €G, x=y(modN) & xxy ' €N

define uma relagao de equivaléncia sobre G de modo que G/N = {g: g € G} é o conjunto

quociente de G por Neg= Ng={n*g:n € N} sao as classes de equivaléncia da relagdo
= (modN).

A proposigao abaixo definird uma operagao no conjunto das classes G/N de modo que
G /N seja um grupo com essa operagao atribuida, sendo esse denominado grupo quociente.

Proposicao 1.5 Seja G um grupo e N I G entdao para quaisquer x,y € G,

T Y=2T*Y

Y
define uma opera¢ao no conjunto quociente G/N. Com essa opera¢ao, G/N é um grupo.

Demonstracao:
Primeiramente provar-se-4 que a operacao estd bem definida, isto é, nao depende da
escolha do representante da classe.

Dados * = @ e y = b, queremos mostrar que T *y = a * b, ou seja, queremos mostrar

(xxy) = (axb)(modN) < (xxy)* (axb) ' ENSzxy*xbtxa ' eN.
e

Mas note que, como T = a e ¥y = b entao

rxa e N,yxb'eN.

1

Entretanto se t xa ™' =ny € N ey*xb~! =n; € N entao temos

L=ngx(axnyxat)

rxngka b= (ng*a)*(ny)*a"
Ecomonyg e Neasxn xa ! € N = N. Segue de imediato que

rxn ka =xxyxb txa = (zxy)x(axb)tEN
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i) Elemento neutro de G/N;

Tomando e elemento neutro de GG tem-se que €*xT =e*xx =T = T x€ = T * €, para

todo 7 € G/N.

ii) Associatividade em G/N;

Considerando g, h,i € G/N tem-se que g* (h*i) = g* (h*i) = (g% h) xi = g*h 1.

iii) Elemento inverso em G/N;

Considerando T € G/N = Txx ' =zxoxl=e=o"lxx =271 %7.

Portanto, G/N com a operagao atribuida é um grupo.

1.4 Homomorfismos de grupos

Sejam (G, e) e (G, *) grupos e v : G — G’ uma aplicacio de G em G'. Dizemos que vy é um
homomorfismo se

Y(zoy) =~(x)xv(y), Vr,y €q.

Se 0 homomorfismo v : G — G for bijetivo entdo v é um isomorfismo. Neste caso diz-se
que G é isomorfo a G, denotando-se G ~ G'. E um isomorfismo 7 : G — G é denominado
automorfismo de GG. O conjunto de todos os automorfismos de GG é denotado por AutG.
Proposicao 1.6 Seja G um grupo e fi, fo € AutG entao

Z) fl e} f2 S AUtG,

i) fit € AutG, sendo fi' a aplicagdo inversa de f;.

Demonstragao:

i) Basta mostrar que a composicao de aplicagoes que estao em AutG descreve um homo-
morfismo. De fato,

Jiofa(zxy) = fi(folaxy)) = fi(fa(z)xfa(y)) = fi(fa(x))xf1(f2(y)) = fiofa(z)x f1ofa(y),

logo f1 o fo € AutG, pois a composigao de aplicagoes bijetivas é também bijetiva.
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ii) Considerando que f; € AutG entdo Vz',y' € G existem z,y € G de modo que fi(x) =
7' e fi(y) =%. Como f; é bijetiva, entdo existe f; ' tal que

i@y = [N (@)= fiw) = fi H(flasy)) = (ff o fi)(@xy) = axy = fi (@)« f ().

Portanto f; ' € AutG.

Teorema 1.2 (Primeiro Teorema do Homomorfismo) Sejam G e G’ grupos com iden-
tidades e,¢’ respectivamente e v : G — G’ um homomorfismo. Entao

i) Im(y) =v(G) ={v(9) : g € G} € um subgrupo de G';

ii) N(v) = {g € G :v(g9) = €'} é um subgrupo normal de G chamado nicleo do homo-
morfismo vy, e mais

v € injetiva <= N(v) = {e};
iii) G/N(v) =~ Im(~).
Demonstragao:

i) ¢ =7(e) € Im(7) pois cee = e = y(e) xy(e) = v(e) = € € Im(y), logo Im(v) # @.

Observe que ¥(g1),7(g2) € Tm(y) = v(g1) * 7(g2) " € Im(y),Vg € G.
E isto demonstra que Im(y) é subgrupo de G, visto que satisfaz de forma sintatica a
definicao de subgrupo.

/

ii) Note que e € N (), pois y(e) = €'

Dados g1, g2 € N(7), temos que
V(g1 ®g2) =7(g1) *V(g2) =€ xe' =€ = g1 @92 € N(7).
Temos que se g € N(y) entao
g™ =(g) = ()" =¢ =g e N().
Considere n € N(v) e g € G , dal

/

Vg eneg)=~(g7") xy(n) xv(g) =7(g7") x € x7(g) =
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isto é, g~ en e g € N(v), para todo n € N(v) e para todo g € G.

Portanto N(y) é um subgrupo normal de G.
Agora, se g1,92 € G

1(g1) =7(g2) & (g1 x () P =€ & r(gegl) =€ S geg €Ny,
e dai segue de imediato o item (ii) do Teorema 1.2.

iii) Consideremos G = G/ N(y) e N = N(v) < G defina a fungao

5 :G = Imy
g—(9)

Primeiramente, veremos que 7 esta bem definida, basta observar que

e dai

ou seja, 7(g) = ().
A funcao é claramente sobrejetiva, pois Im%y = Im(7).

Observe que 7 é homomorfismo, pois

(@ ey) =7(Tey) =(zrey) =) xv(y) =7(T) *7(7)-

Note que
F(@)=e =y(x)=e =€ N=>T=F¢,

ou seja, N(7) = € e com isso 7 é injetiva e portanto G ~ Imyy.



CAPITULO 2
ALGUNS GRUPOS

Nesse capitulo apresentamos alguns grupos que sao importantissimos para o desenvolvimento
tedrico do presente trabalho, as principais estruturas descritas sao os grupos ciclicos, gru-
pos finitos definidos por dois elementos a e b com ba = a®b, o grupo das permutagoes e a
classificacao de grupos de ordem pequena. Sao estruturas que envolvem maior grau de abs-
tragao em suas demonstracoes, neste trecho do trabalho usamos grande parte dos elementos
descritos no capitulo anterior para fundamentar as demonstracoes dos teoremas vigentes
sobre os temas abordados. Pela complexidade das tematicas aqui descritas, indicamos pre-
ferencialmente a leitura complementar das referéncias que aqui foram usadas, que sao [I] e

2.1 Grupos ciclicos
Seja G um grupo e g € G, se n € Z definimos g" como
e se n=>0
g" = {g"l*g se n>0
(g7 se n<0
Se m,n € Z valem as seguintes propriedades:
i) gmxgt =gt
i) (57 = g
Denotando < g >= {¢" : n € Z} C G entdo temos que ¢° = e, (¢")! = g™ e

g™ x g™ = g™ segue de imediato que < g > é um grupo abeliano. Tal grupo é denominado
grupo ciclico gerado pelo elemento g € G.

15
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Proposigao 2.1 Seja G =< a >= {....,a™ ' e,a,a? ...} um grupo ciclico de ordem infinita.
entao:

i)
ii)

A funcao f: (Z,+) — (G, *) onde f(z) = a* é um isomorfismo.

O elemento a* gera G se, e s6 se z=1 ou z = —1.

Demonstragao:

i)

ii)

De fato a funcao f é um isomorfismo, note que:
f(z1 4 20) = a2 =a* xa® = f(21) x f(22), V 21,22 € Z.

Observe que claramente a funcao f é bijetiva e com isso temos que f é um isomorfismo.

A fungao f(z) =7 sendo um isomorfismo, temos que a® gera G se, e s6 se z gera Z e 0s
Unicos elementos que geram Z sao z =1 ou z = —1.

Proposigao 2.2 Seja G =< a >= {e,a,...,a" '} um grupo ciclico finito de ordem n.

i) Se H é um subgrupo de G entao H € ciclico. De maneira precisa, H =< a™ > onde

m € o menor inteiro positivo tal que a™ € H; o subgrupo H tem ordem igual a n/m.

ii) Se d € divisor de n entao existe um tnico subgrupo H de G com ordem igual a d. Este

subgrupo H € igual a < a™? >.

Demonstracao:

i)

ii)

Considerando m o menor inteiro positivo onde a™ € H, dai temos que < a™ >C H.
Por outro lado, se a* € H, mostraremos que m|u (o que implicard que a* €< a™ >).
Note que,

u=qgqm+7r;0<r <m.

Segue que a* = (a™)?-a". Como a* € H e a™ € H segue que a" € H e como m ¢é
minimo, teremos r = 0 e com isso m|u, e segue de imediato que a ordem de a™(que é
a ordem de H) é igual a n/m.

Seja d um divisor de n. O subgrupo < a™? > tem ordem d. Provaremos que é tinico.

Considerando H um subgrupo qualquer de ordem d, pelo item anterior tem-se que
H =< a™ >, onde m ¢ um inteiro tal que que > seja a ordem de H, ou seja, d = -,
logo m = n/d, isto é, < a™? >= H.
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2.2 Grupos finitos gerados por dois elementos

A priori, temos que os grupos gerados por um elemento, como exemplo os grupos ciclicos,
sao facilmente classificados. Entretanto os grupos gerados por dois elementos podem ser
extremamente complicados e por isso iremos restringir o estudo aos grupos finitos gerados
por dois elementos bastante especificos, que sao os grupos finitos G =< a,b >, onde a,b
satisfazem a relacao ba = a®b.

Considerando o conjunto das permutagoes de ordem 3, pois 0 mesmo esta nas condi¢oes
do que queremos trabalhar na secao, basta observar que:

(123 123\ (123 123\ (123
G?’_{Zd’(z 3 1)_0"(3 1 2)’(2 1 3)_57(3 2 1)’(1 3 2)}

Temos que o grupo G3 possui a ordem (cardinalidade) 6, e que temos a seguinte apresentagao
para este grupo:

{Gg =<, >0 =1id,[*=id, fa = a26}

Por outro lado, mostraremos que se F' é um grupo que possui ordem 6, onde existem
elementos X, Y tal que F' tenha a seguinte apresentacao:

[F=<X,Y > X’ =¢,Y?=¢, XY = X?V}

entao, existe um isomorfismo entre G3 e F. Logo temos que, a menos de isomorfismo, o
grupo ('3 € o unico grupo de ordem 6 e que é gerado por dois elementos «, 3 satisfazendo a
relagao

{a?’:e,ﬁQ:e,ﬁa:aQB}.

Vamos agora determinar as caracteristicas dos homomorfismos definidos sobre um grupo
gerado por dois elementos que satisfazem a relacao ba = a’b

Teorema 2.1 Seja s > 1 inteiro. Sejam G um grupo finito e a,b € G satisfazendo ba = a’b
(equivalentemente, I,(a) = a®). Sejam G’ um grupo e o, 3 € G. Sejam n,m > 1 tais que
a"=e, b"e<a> (%)
entao:

i) a)bta" =a' bVrteNe<ab>={al | 0<i<n—-10<j<m-—1}

b) Se os inteiros m,n sao escolhidos minimamente satisfazendo (*), entdo o grupo
< a,b> tem ordem igual a nm.



18 Alguns grupos

ii) Se os inteiros n,m sao escolhidos minimamente, e se u € um inteiro tal que b™ = a*,
~ . !
entdo existe um homomorfismo f :< a,b >— G com f(a) = «a e f(b) = [ se e somente
se

fa=a"B, o"=e ["=a".
Antes das demonstracoes vamos enunciar alguns resultados importantes, que sao:

1) I, : G — G, I(z) = grg~' é denominado automorfismo interno associado ao
elemento g € GG. O conjunto dos automorfismos internos de G sera denotado por
I(G), logo

I(G):={l,: g€ G} C Aut(G).

2) I(G) é um subgrupo de AutG. Segue das igualdades que

()~ = [gl_l e Iy, 0 Iy, = Igg,-

Demonstragao:

. t , .
i) a) Queremos mostrar que b’ -a” = a"* - b', o que é equivalente a mostrar que I,(a) = a®.

Realizando inducao sobre ¢, para t = 1 temos:

I(a") = (I(a))" = (a®)" = a™".
Supondo t > 2 e tendo como hipétese de inducao o caso anterior, temos que

t—1

L(a") = Lo 7 (a") = L(a)™

_ (as)rst_l —a

Através disso mostramos que todo elemento de < a,b > pode ser escrito na forma a“b",
onde u,w € N. Segue que a condi¢ao b™ €< a > nos permite descrever um elemento
a“b® da forma a'b’;t € Ne 0 > j > m — 1; a condicao a" = e nos permite descrever
a'h’ na forma a’t/ tal que 0 >j>m —1e0>i>n— 1 e com isso

G={a¥ | 0>j>m—-1;0>i>n—1}
b) Suponhamos que n, m sdo minimais satisfazendo (*), queremos mostrar que < a, b >

possui ordem nm, ou seja, € suficiente observar quese 0 > 9,k >n—1;0> 5,1 >m—1
ea't =a*b entdoi=kej=1I.

Considerando [ > j e operando ambos os lados da igualdade a’b’ = a*b' pelos termos
a~" pela esquerda e b~ pela direita tem-se

Vl=d""ec<a>,

onde 0 > j — 1 > 7 > m — 1 e pela minimalidade de m segue que j — 1 = 0 e
sequencialmente a*~% = e e pela minimalidade de n temos que i = k.
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ii) Suponha que exista um homomorfismo f :< a,b >— G’ com f(a) = a e f(b) = B.
Temos que ba = a®b, dai

Ba = f(b)f(a) = f(ba) = f(a’b) = f(a®) f(b) = f(a)’f(b) = a’f.

De forma analoga como a™ = e logo a™ = e, tem-se também que b™ = a" logo ™ = a".

Por outro lado suponhamos fa = o, o™ = e, ™ = «, pelo item @) aplicado em
G, o, B, tem-se que fla” = o™, Vr,t € N. Mostraremos que a aplicacdo f :< a,b >— G
definida por

fl@'v) =a'p,
para 0 > j > m—1e0 > i > n—1, é um homomorfismo. Temos que f esta bem
definida gracas as escolhas minimais dos elementos n-m, dai para i, j, k,l € N determinamos
jH+l=pm-+vcom0>0v>m-—1etambém i+ ks’ +pu=qn+wcom0>w>n—1.
Segue que

f(a'V .akbl) = f(a'. Vb b) = fa'.a™ Vb)) = f(a™F b+ = f(aiths prmpe)
f(ai—i-ksj apubv) — f(awbu> — awﬂu — ai+k53 Oépuﬁu — Oéi-i—ksfﬁpmﬁv — ai—&-ksjﬁj—&—l —

ai.aksjﬁjﬂl =a'Bl.af B = f(a'V).f(a*b)

2.3 Grupos de permutacoes

Nesta secao observaremos que todo grupo finito é isomorfo a um subgrupo de um grupo de
permutacoes.

Teorema 2.2 (Teorema de Cayley) Seja G um grupo finito de ordem n e seja G' o con-
junto subjacente (o conjunto G sem estrutura de grupo). Entao

T:G— PG)=G,
gr—>Tg:G/—>G,
T — gT

€ um homomorfismo injetivo.

Demonstracao: Considere r e s € G, para todo elemento y de G temos que

Ts(y) = (rs)y = r(sy) = T,(Ts(y)) = Tr. o Ts(y);

Logo
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T,s =T, 0T,

e com isso observamos que 71" é um homomorfismo entre o grupo G e o grupo P(G/). Note
que T' é injetivo pois se g € N(T'), temos id, = T,, ou seja, v = Ty(xz) = gz, Vo € G e
portanto g = e.

[ ]

Definicao 2.1 Uma permutacao € G,, € chamada de r-ciclo se existem elementos distin-
tos by, ba,...,b. € {1,....n} tais que B(by) = be; B(bz) = bs,..., B(b,—1) = b,., B(b.) = by e tais
que 5(j) =7, Vj € {1, ....,n} — {by, ..., b.}; tal r-ciclo serd denotado por (b;...b,). O nimero
r é chamado comprimento do ciclo. E os 2-ciclos sao denominados de transposigoes.

Exemplo 2.1 ; 3 Z ;l ? ¢ um 5-ciclo, denotado por (12345), o mesmo poderia ser
denotado por (23451) ou (34512) ou (45123) ou (51234).

u(

Exemplo 2.2 le ; ? g g) ¢ um 3 — ciclo, denotado por (143), podendo ser denotado
por (431) e (314).

1 2 3 4 5\ , .
Exemplo 2.3 5 9 1 4 5) ¢uma tranposicao, denotado por (13) ou (31).

Definigao 2.2 Seja f € G,, um r-ciclo e seja v € G, um s-ciclo. As permutacoes 3 e
v sdo disjuntas se nenhum elemento de {1,2,...,n} € movido por ambas, isto é, para todo
de{1,2,..,n} temos B(d) = d ou y(d) = d.

Exemplo 2.4 Considerando G5. Os ciclos (123) e (45) sao disjuntos e os ciclos (14) e (25)
também, no entanto, os ciclos (135) e (25) nao sio disjuntos, pois o elemento 5 é movido
por ambos.

Proposigao 2.3 Seja 5 € G, 5 # id. Entdo a permutacao 3 € igual a um produto de ciclos
disjuntos de comprimentos > 2 onde tal fatoracao é unica a menos da ordem de fatores.

Demonstracao: Como [ # id, existe j; tal que B(j1) # j1. Considere a sequéncia
jis BGi), B2(4), - --
Existe 74,2 < ry < n, tal que ji, 3(j1),..., 87 1(j1) sao todos distintos e

B () € {n BGL), -+, BT ) -
E facil ver que 87 (j;) = j;. Portanto, a restricio ao conjunto {j1, 8(j1), ..., 37 1(j1)} é

Bliin p6r, -1y = G1B0)--B7 (1))
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Denotaremos tal ri-ciclo (j13(j1)...81(41)) por d;. Se a restrigao de § ao complemen-
tar de {j1,8(j1),..., 8™ (j1)} é a identidade, entao & = d;. Caso contrario, tomemos um
elemento j5 € {1,2,....,n} — {41, 8(j1), -, 8771 (j1)} tal que B(j2) = jo; de forma andloga ao
processo anterior, existira um inteiro ro > 2 tal que

Bliin o =10y = (G2B(j2)--.877"(j2)).-

Denotaremos tal ra-ciclo (ja/3(j2)...871(j2)) por d;. Note que d; e d, sao disjuntos. Se

a restrigao de 8 ao complementar do conjunto {j, 8(j1), ..., 87 (j1), 42, B(j2); -, B2 (j2) }
¢ a identidade, entao § = 9109 = 0201, observe que caso contrario tomamos um

j3 S {17 27 } - {jlaﬁ(jl)’ "'7ﬂrl_1(j1)vj276(j2)7 ""BTQ_I(]é)}

e continuamos o processo, onde o mesmo tera um numero finito de etapas e através disso
obteremos que § = 010s...0t, de modo que d;9...0t sdo ciclos disjuntos de comprimento > 2.

Por fim, para provar a unicidade, suponhamos que tem-se
0 = ...y,

onde aq,as,...,qu, sao ciclos disjuntos, onde cada um deles possui comprimento > 2. Como

’s

ai...ax(j1) = B(j1) # j1 e como os . sdo ciclos disjuntos, existe um tnico q; tal que

a(j1) = B(j1)-

Como os oz;»s comutam entre si, suponhamos que | = 1 e daf a(j1) = £(j1). Mostraremos
entao que a; = d1. O ciclo ag ndo pode deixar 5(j;1) fixo, ou seja, 5(j1) sobre 5(71), pois, a;
ja manda j; sobre B(j;) e como os a;s sao ciclos disjuntos, entao, para todo [ > 2, o; deixa
B(71) fixo e portanto

B(B(1)) = alali)),
assim

a1(B(j1)) = B*(5)-
Analogamente, obtemos que

a1(871(jr) = B (),

para todo t > 0, e portanto temos que a; = d;. Ao continuarmos o processo tomando jp no
lugar de 77, obtemos que as = do, a0 continuarmos com o processo obtemos que k = s e que
a menos da ordem 0, = a4, para cada k =1,...,s. [ ]
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2.4 Classificacao de Grupos de Ordem Pequena

Para realizar a classificagao de um grupo abeliano G precisamos efetuar a decomposicao do
mesmo em soma direta de p-subgrupos de Sylow G e sequencialmente decompor cada p-grupo
como uma soma direta de subgrupos ciclicos de G. O processo das duas decomposicoes des-
creve o Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos.

Vamos descrever esses principais resultados:

Teorema 2.3 (Primeiro Teorema de Sylow) Sejam p um nimero primo e G um grupo

de ordem p™b com mdc(p,b) = 1. Entdo, para cada n,0 < n < m, existe um subgrupo H de
G tal que |H| = p".

Demonstragao: Presente em [3]. ]

Definicao 2.3 Seja p um primo. Um grupo G, nao mecessariamente finito, no qual todo
elemento tem sua ordem igual a uma poténcia de p é denominado um p-grupo

Definigao 2.4 (p-subgrupos de Sylow) Seja G um grupo finito, p um primo e p™ a
maior poténcia de p que divide |G|. Os subgrupos de G que tem ordem p™ sdo denomi-
nados p-subgrupos de Sylow de G.

Definicao 2.5 Sejam G um grupo e Gy, G, ...,G, subgrupos de G. Dizemos que G € o
Soma Direta Interna de Gi,Gs,...,G, e denotaremos por G1 & Gy & ... & G, se as
condicoes sequintes sao satisfeitas:

i) Para todo g € G temos que existem unicos vy € Gy, ...,x, € G, tais que g = T1+...+Tp;

i) Parai# j,x € G;,y € G, temos v +y =y + .

2.4.1 Grupos de ordem 4
Proposicao 2.4 Seja v um homomorfismo de grupos. Se |a| < oo, entdo |y(a)| divide |al.

Considerando os Grupos aditivos que possuem 4 elementos, sendo eles

Zys=1{1,2,3,4 e  ZyxZy=1{(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)}

Observe que Z, e Zo X Z nao sao isomorfos. Caso contrario existiria um isomorfismo
[ Zy — Zy X Zy. Sendo assim, f(1) = (a@,b), para alguns @,b € Zy X Zy. Em particular,
teriamos

f@)=f1)+f(1) = (@b) + (@b) = (0,0) = f(0).

Como f é bijetora, terfamos que 2 = 0, o que é uma contradicao, pois 2 # 0 em Z;.
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Agora mostraremos que qualquer outro grupo G com 4 elementos é isomorfo a Z4 ou a
ZQ X ZQ.

Considere os casos:

1. Seja G um grupo de quatro elementos, se um de seus elementos possui ordem 4, entao
G ¢é ciclico.

Exemplo 2.5 Considere G =< a >= {e,a,a? a*}, e seja
0:72,— G
1 a
Note que 6 € um isomorfismo, logo Z ~ G.

2. Se GG nao possuir nenhum elemento de ordem 4, pelo Teorema de Lagrange, seus
elementos, com exce¢ao do elemento neutro, possuem ordem 2, entao, G é abeliano.

Demonstracao: Sejam a,b € GG, como G é um grupo temos que ab, ba € G e sabemos

que
|a| = [b| = |ab| = [ba| = 2.

Assim,

ab = e(ab)e = b*(ab)a® = b(ba)(ba)a = b(ba)*a = bea = ba.

Como a e b s@o arbitrarios, temos que G ¢é abeliano. Seja G = {e,a,b,c}, onde a,b,c
sao distintos. Vamos determinar o resultado da multiplicacao ab.

i) ab # a, pois caso contrario, b = e, que é um absurdo.
ii) ab # b, pois caso contrario, a = e, que é um absurdo.

iii) ab # ¢, pois caso contrario, b = a, pois b tem ordem 2, o que é uma contradicao.

Logo ab = c e ba = ¢, pois G é abeliano. Assim:
ac=b=ca e be = a = cb

Determinando a relagao: (0,0) — e, (1,0) = a, (0,1) — b, (1,1) — c.

Temos que G é isomorfo a Zo X Zo. n



CAPITULO 3
APLICACOES

Neste capitulo nosso objetivo esta centrado em trazer uma abordagem aplicada a parte da
teoria de grupos estudada anteriormente. Aqui mostramos que o software GAP surge como
uma ferramenta de grande importancia para auxiliar no estudo de assuntos voltados para
teorias algébricas de maneira geral, em especial na teoria de grupos. Destacamos no escopo
de nosso trabalho tépicos classicos da Teoria de grupos, como representacao de grupo de
permutacao e também uma aplicacao do Teorema de Lagrange, além do mais, a referéncia
[1], que norteou a escrita do capitulo, traz indmeros c6digos que contribuem para diversos
assuntos citados ou nao no escopo do presente trabalho, reafirmando a grande valia da
utilizacao do software para o estudo de topicos de algebra abstrata.

3.1 GAP: Groups, Algorithms and Programming

O software GAP é um recuso computacional voltado para o estudo de dlgebra cujo intuito é
o de facilitar a pesquisa e o ensino de teorias relacionadas com contextos mais abstratos, de
modo que os algoritmos do programa efetuem calculos que por muitas vezes sao trabalhosos
e possibilitem a visualizacdo de diversas estruturas, tais como: Espacos vetoriais, Anéis,
Grupos, Corpos finitos. Caso o leitor busque conhecer o GAP, indicamos [2].

3.1.1 Preceitos basicos da linguagem GAP

O primeiro elemento a ser destacado é o operador (#), pois qualquer informagao que venha
apos ele é entendida pelo programa como comentario, isto é, nao é compilado como parte do
codigo descrito.

24
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O segundo ponto importante é relacionado a atribui¢ao para uma variavel utilizando o
operador (:=). Outro fator acerca do GAP é que todo comando informado deve ser finali-
zado com (3), pois caso tal operador nao esteja presente ao final do comando o mesmo nao
é reconhecido pelo programa, ou seja, nao hé prosseguimento na compilagao do cédigo até
que o operador esteja presente.

Apés cada comando compilado o GAP descreve informacoes acerca do que foi interpretado,
caso i8so nao seja necessario para o programador, basta finalizar o cédigo utilizando o ope-
rador (53).

Para maiores detalhes indicamos [1].

Agora, traremos um exemplo acerca dos grupos das permutacoes, que faz parte dos
assuntos classicos relacionados ao estudo de teoria de grupos para entendermos como o GAP
descreve as informagoes sobre tal estrutura.

Exemplo 3.1 Grupo das permutacoes de ordem 24

gap> G1:= SmallGroup(24,12);

<pc group of size 24 with 4 generators>

gap> StructureDescription(G1);

7547

gap> List(G1); # Listando os elementos de G1

<identity> of ..., f4, f3, [3%F4, £2, f2%F4, 12713, f27f3%f4, 22, f22% f4, f22% 3, f2%* f3* f4,
f1, [1¥4, f1798, [143%4, f17F2, f15f27%04, f17527f3, f17%(27(3%14, f1 % f22, f1x f2% x fd,
Flx f22 % f3, flx f22% f3 % f4

gap> AllSubgroups(G1); # Determinando os subgrupos de G1

Group([ ]), Group([ f3 J), Growp([ 14 ), Group([ f3*4 ]), Group({ f1 ]), Group([ f1*/2 ),
Group([ f1x£22 ]), Group(] fI*f2*} ), Group({ {1*3%f ]), Group(] 1% £2°+ 3 ), Group(
f2]). Group([ 273 ]), Group([ f27f4 ]). Group([ f2*f37f4 ]). Group([ f3, f4 ]),

Group([ f1* f22,f3 ]),

Group([ f1%f2, f4 ]), Group([ f1, 3%} ]), Group([ f1% f2** f3 % f4, f3 ]),

Group([ f1712713, f4 ]), Group([ [17f4, 37f4 ]). Group([ f1, f2 ]), Group([ [17f37f4, [27f3 ]),
Group([ f1, [2%f4 ), Group([ [17f3%f4, [27{37} ]),

Group([ f3, f4, f1 ]), Group([ f17f2, f3*{}, f4 ]), Group([f1* f22, f3* f4, f4 ]), Group(] f3,
M. 12 ]), Group([ f3, f4. f2, f1])

O préximo exemplo tratard acerca do Teorema de Lagrange, onde através de um al-
goritmo mostraremos que a reciproca do mesmo nao ¢ sempre valida. Nesse exemplo serao
construidas duas funcoes auxiliares, descritas por Ordens e ContemSubgrupoTodaor-
dem. Utilizaremos para exemplificagao o grupo alternado A,,, definido como:

A, ={a € G,} onde «a é permutagao par.
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Sendo esse subgrupo denominado como grupo alternado ou como grupo das permutagoes
pares.

Exemplo 3.2 Teorema de Lagrange

gap> # Ordens

gap> Ordens:= function(g)

> local subgruposdeg, classesdecony,

> listadosrepresentantes, listadasordens;

> subgruposdeg:= LatticeSubgroups(g);

> classesdeconj:= ConjugacyClassesSubgroups(subgruposdeg);
> listadosrepresentantes:= List(classesdeconj, x— > Representative (1));
> listadasordens:= List(listadosrepresentantes, y— > Order(y));
> return listadasordens;

> end;

gap> # ContemSubgrupo TodaOrdem

gap> ContemSubgrupo TodaOrdem:= function(G)

> local ordemg, listadivisores, listadeordenssubgrupos, listaordenada, tamanho, x, cont
> cont:= 0;

ordemg:= Order(G);

listadivisores:= DivisorsInt(ordemg);
listadeordenssubgrupos:= Ordens(G);

listaordenada:= Set(listadeordenssubgrupos);

for x in listadivisores do

iof x in listaordenada then

cont:= cont+1;

ﬁ’.

od;

tamanho:= Length(listadivisores);

iof tamanho=cont then

return true;

ﬁ’.

return false;

> end;

gap> G:= AlternatingGroup(4);

Alt([1..4])

gap> Order(G); #Mostra a ordem de G

12

gap> divisores:= DivisorsInt(Order(G)); # Calcula os divisores inteiros da ordem de G [ 1,
2,8, 4,6, 12]

gap> ContemSubgupoTodaOrdem(G); False

gap> Ordens(G); [ 1, 2, 3, 4, 12]
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Ou seja, existe um divisor d, onde G nao possui um subgrupo com tal ordem, e nesse exemplo
vemos que isso ocorre quando d = 6, isto é, 6 divide |G| mas nao existe subgrupos de G' com

ordem 6.



CONSIDERACOES FINAIS

No presente trabalho trouxemos os principais conceitos acerca da Teoria Béasica de Gru-
pos, desde definicoes, exemplos e teoremas da area de pesquisa até aplicacoes de tal assunto
no software GAP, que serviram como um alicerce facilitador para o processo de aprendiza-
gem e pesquisa sobre a estrutura algébrica de Grupo, pois através de toda essa organizacao
pode-se compreender alguns dos principais resultados dessa teoria algébrica, de modo que
o GAP contribuiu para melhor interpretacao de alguns resultados, visto que a estrutura de
Grupo é um topico que possui elementos matematicos bastante abstratos.

E importante ressaltar também o estudo do software GAP. Uma vez que nao se trata
de um tépico comum nos cursos de graduacao em Matematica. Entao a apresentacao e
manipulacao, ainda que em pequenas etapas do software nos dd uma bagagem significativa
e abre um caminho de pesquisa interessante para futuros trabalhos. Aliando assim a teoria
algébrica a uma importante ferramenta computacional.

Outro ponto relevante acerca do trabalho aqui descrito é que o mesmo servird como
alicerce para a pesquisa de nossa proxima iniciacao cientifica, que tratara sobre Cdédigos
de Grupo: construgoes, exemplos e andlise via GAP, de modo que os assuntos aqui
abordados sao pré-requisitos chave para desenvolver o trabalho acerca da tematica proposta.

Portanto, o projeto atendeu a proposta de ser uma introdugao a teoria de grupos, con-
tendo uma projecao organizacional voltada para apresentacao dos principais elementos que
fundamentam determinada estrutura algébrica e cumpre também o papel de ser um alicerce
para avangos em pesquisas, de modo que contribua para construcao de novos teoremas,
proposicoes e também seja uma base sélida para desenvolvimento de areas que possuam
aplicagao matematica fundamentadas em tal teoria.
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